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Exercice 1 — Equations trigonométriques & Polynémes

1. (a) Utilisons les formules d’angle double cos(2u) = 2cos?(u) — 1 :
cos(4z) = 2cos?(2x) — 1 = 2(2cos?(x) — 1)? — 1 = 2(4cos*(x) — 4cos?(z) +1) — 1

D’oit : cos(4x) = 8cos*(z) — 8cos?(z) + 1.
T

(b) Posons x = T On remarque que 4 X — = — T
Par propriété du cosinus, cos (4 . g) = cos <7T — g) = —cos (%) = —a.

i
En appliquant la formule de la question précédent en x = 3 :

8a*—8a’+1=-a = 8a*—8a®’+a+1=0

(c) Evaluons le polynome P(z) = 8x* — 822 + x + 1 en quelques valeurs simples :
e P(—1)=8(-1)*—8(-1)2+(-1)+1=8-8-1+1=0.
e P(1/2)=8(%)—-8(§) +3+1=3-2+1+1=0.
1
—let B sont deux racines évidentes de P. On peut donc factoriser P(x) par (z+1)(2x —1) =

222+ — 1.
En effectuant la division euclidienne de P(z) par 222 4+ x — 1, on obtient :

Plx)=(z+1)2z—1)4z* =22 —1) = (2x*> + x — 1)(4x? — 2x — 1)

1
(d) Puisquea:cos(%),ona0<%<g == a>cos<g> =3

Ainsi a # —1 et a # 3 donc a est obligatoirement racine du facteur du second degré :

40> —2a—1=0

Le discriminant vaut A = (—2)2 — 4(4)(—1) = 20 = (21/5)2.
2-2v5 1-+5 1+56

3 1 <0etay= 1

1++5

Comme a > 0, on conclut : a = .

4
2. (a) Pour tout x # 0[n], transformons le produit 2sin(z)(cos(x) + cos(3x)) en utilisant la formule

d’implication 2sin(A) cos(B) = sin(A + B) + sin(A — B) :

Les deux solutions réelles sont x1 = > 0.

2sin(z) cos(z) + 2sin(z) cos(3z) = sin(2x) + (sin(4z) — sin(2x)) = sin(4z)

in(4
Puisque sin(x) # 0, en divisant par 2sin(z), on retrouve : cos(z) + cos(3z) = ;m( (x))
sin(x
(b) Appliquons cette formule en = = g :
3 u 3 sin (4F)
a—+cos| — :cos<—) +cos| — | = ———%
5 5 S 2sin (%)

Or sin (4;) = sin (7r — %) = sin (g) D’oti : a + cos (3;) = %

1



3
(c¢) En linéarisant le produit cos (g) cos <57r> :

oxom () =5 [eos(5) oo (5)] =3 [ (5) v e (5]

2 1
Or cos ;) :20052<%)—1:2a2—1. Comme 4a®> —2a —1=0 = 2a2—1:a—§,0n

3T 1 1 1
a X Cos | — =—|-a+a——=| =——
5 2 2 4
) 3 1 i 1
(d) Les réels a et cos = ont pour somme S = 3 et pour produit P = vk

Ils sont donc les deux solutions de I’équation du second degré :

2—195—1:0 e 4x%2 - 2x—-1=0

2
-8 P=0 <
x T + x 5 1

1++5

Comme a > 0, la résolution donne & nouveau de maniére directe : a = 1

Exercice 2 — Equation fonctionnelle

1. (a) Supposons qu’il existe une fonction f vérifiant : V(x,y) € R?, f(z — f(y)) =2 —x —».
Fixons un y € R et évaluons 'égalité en = = f(y) :

) —fw)=2-fly)—y = f0O)=2—-fy)—y = fly)+y=2— f(0)

Comme le membre de droite est une constante indépendante de y, la quantité f(y) + y est
constante pour tout y € R.
On en déduit que f(y) = (2 — f(0)) — y. En évaluant en y = 0, on obtient :

F0) =2 F(0) = 2f(0) =2 —> £(0) = 1
(b) En injectant y = 0 et f(0) = 1 dans I’équation fonctionnelle initiale :
flz—=f(0)=2—2-0 = ¥VxeR, f(x—1)=2-x
(c) Effectuons le changement de variable w =z — 1 (soit x = u + 1) :
fluy=2—-(u+1)=1-u

Ainsi, pour tout z € R, f(z) =1 — .
2. Synthése : Réciproquement, soit la fonction définie sur R par f(z) = 1 — 2. Pour tout (z,y) € R? :

fa—fy)=flz-1-y)=flea-1+y)=1-(z-1+y)=2-2—y

La fonction f(z) =1 — x est bien solution.
Conclusion : L’unique fonction répondant au probléme est f :z +— 1 — x.



Exercice 3 — Inégalité arithmético-géométrique & Inégalité de Carleman

1
1. Soit g :  — = — In(1 + ) définie sur | — 1, 4+00[. g est dérivable et ¢'(z) =1 — 52 11 .
x x

g (x) < 0sur]—1,0] et ¢'(x) > 0 sur [0,400[. g admet un minimum absolu en z = 0 valant

9(0) =0.

Par conséquent, pour tout = > —1, g(x) > 0, c’est-a-dire : In(1 + z) < z
2. (a) Soit A= i > 0. Pour tout ¢ € [1,n], posons z; = % —-1>-1.

n
. A
D’aprés la question 1, In(1 + x;) < x;, d’ou : In (%) < di T

(b) Sommons ces n inégalités pour ¢ allant de 1 a n :

" 473 nai—A 1 " nA—nA
;1“<A)f "4 :A<;ai_nA):A:0

1=

n
D’ou : Zln (%) <0.
i=1

n n n
chis . a;\ a; \ H¢:1 a;
(c¢) Par propriétés des logarithmes, 22_1 In (Z) =1In ( A> =1In <A”) <0.

=1
En passant a I’exponentielle (strictement croissante sur R) :

[l ai
An

§1:>Hal-§A = VYa X - Xap < ——m—

=1
1 G+1)—j 1 1

3. (a) En décomposant en éléments simples : — = = == — —.
(®) G0 - G+ G g+l

On adonca=1et b= —1.
(b) En utilisant la décomposition précédente et une sommation télescopique :

Low 11 "Hwkl
;j<j+1)_;wj<fj+1> y+1 Z 2
w1y " wp —wjy W,
:1+j§::2 J j] -
Or par définition, w1 = u1 et wj —w;_1 = ju,;. Ainsi % = u,;.

n

On en déduit : Z Z k_n—i—l

w
(c) Puisque la suite (u,) est constituée de termes positifs, w, = Y, ku > 0, donc - :1 <

n n
Il vient immeédiatement : Z L < Z uj.
=IG+1) T o

1 1 1
4. (a) D’aprés la question 1 appliquée & x = — >0 : In <1 + > < -.
n n n

1 n
En multipliant par n > 0 puis en passant & I’exponentielle : (1 + > <e.
(b) Exprimons le produit télescopique :

u IN" P (k+1\F 2t 32 43 (n+1)" (n41)»
(CH) S (CORER SR

k=1




k
Comme chaque facteur vérifie <1 + k) < e, le produit de n facteurs est majoré par e” :

1" 1" 1
M <e® = (n4+1)"<e"nl = @ <n! — (n!)l/n > h+i1
n! e e

5. (a) arx---xaj = (Lup)x(2-ug) X -x(j-u;) = (Ix2x- - xg)x(ur x---xuj) =jl x (ug x .-+ x uy).

(b) Par définition de wj, 2 B o A

J i
(c) D’aprés I'inégalité arithmético-géométrique appliquée aux réels aq,...,a; >0 :
(CLlXXa])l/]Su:(j'ulxXUJ)I/JS&
J J
ivi 1\1/d : VRN V7 B L
En divisant par (j1)*/7 > 0: (ug x -+ x u;)"/7 < Tx GO
. i+ 1 1 e
6. D’aprés la question 4.(b) au rang j, (j1)/7 > 2 = . < .
p q (b) g, U = G0 S T
En injectant ceci dans le résultat de la question 5.(c) :
€ w;

. W,
(11 x - xup) T < B E— e
! j i+l TG+

En sommant pour j allant de 1 & n et en appliquant 'inégalité de la question 3.(c) :

n

n n
g(ulx---xu')l/]geg %Seg U;
’ =i+ T H

J=1

n n
On obtient I'Inégalité de Carleman : Z(ul X oo X uj)l/j < eZuj.
j=1 j=1

Exercice 4 — Inégalité de Huygens

1. Soit f:x+ 2sinx + tanx — 3.
(a) La fonction tan est définie sur R\ {g + km, k€ Z}.
Ainsi:D:R\{g—i—kW, kEZ}.

(b) f est dérivable sur D comme somme de fonctions usuelles dérivables sur D.
Pour tout x € D :

2

sin“ x
f'(x) =2cosz + (1 +tan’z) — 3 =2cosz + tan’z — 2 = 2cosz + 5— — 2
cos? x
1—cosx 2c08°x +1—cos2x —2cosx 2cos3x —3cos?x+1
=2cosx+ ——— — 2= =
cos2 x cos2 x cos2 x

(c) Considérons le polynome P(X) = 2X3 — 3X? + 1.
On observe que P(1) =2 — 3+ 1= 0. 1 est racine double car P'(1) = 6(1)? — 6(1) = 0.
On peut donc factoriser P(X) par (X —1)%:

2X3 —3X% 4+ 1= (X - 12X +1)

Pour tout X € [0,1], (X —1)2>0et 2X +1>1> 0.
Par conséquent, pour tout X € [0,1], 2X3 —3X2 +1 > 0.



(d) Pour tout = € [O, g [, on a X = cos(x) €]0,1].
Par la question précédente, le numérateur P(cosz) = 2cos® z — 3 cos? z + 1 est positif ou nul.

Comme le dénominateur cos® x > 0, on a f/(x) > 0 sur [O, g [

La fonction f est donc dressée croissante sur [O, g [

Comme f(0) = 2sin(0) + tan(0) — 0 = 0, on en déduit que f(z) > 0 pour tout = € [0, g [,
c’est-a-dire 'Inégalité de Huygens :

[ .
Vx € {0,5 , 2sinx+tanx > 3x

(e) Non, I’inégalité n’est pas toujours vraie.

3 3m |
Par exemple, prenons z = Zﬁ € ] g, ?TF \ {r}:

o 2sin (%) +tan (%) =2 (@) = 1= V2~ 1~ 0414
o 3z = 2T ~ 7,068.

Ici 2sinx + tanx < 3z. L’inégalité est donc fausse sur cet intervalle.




