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Fonctions réciproques, Equations fonctionnelles, Suites implicites & Produits infinis (3h)
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Exercice 1 — Fonctions circulaires réciproques

1. Par lecture des valeurs usuelles des fonctions trigonométriques :

e arccos(0) est 'unique élément « € [0, 7] tel que cos(a) = 0, donc arccos(0) =

|

arcsin(1) est I'unique élément o € [—7%, 5] tel que sin(e) = 1, donc arcsin(1) = g
\/>

3 3
arccos ({) est 'unique élément « € [0, 7] tel que cos(a) = \2[, donc arccos <> =

w
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cos(2m) = 1, d’ou arccos(cos(27)) = arccos(1) = 0.
sin 3T —1, d’ou arcsin | sin ST arcsin(—1) = I
2 2 2

Par définition, sin(f) = —z = sin(—0) = =.
Comme 6 € [—%, g], on a aussi —6 € [—g, g]
Par unicité dans la définition du sinus réciproque, —f = arcsin(z), soit # = — arcsin(x).
On conclut que : Vo € [—1,1], arcsin(—z) = — arcsin(x).
4. Soit x € [—1,1]. Posons a = arccos(—z) € [0, 7].
On a cos(a) = =z = cos(m — a) = —cos(a) = x.
Comme « € [0,7], on a ™ — « € [0, 7).
Ainsi, 7 — o = arccos(x), d’ou a = m — arccos(z).
On conclut que : Vo € [-1,1], arccos(—x) = m — arccos(z).
5. Soit € [—1,1]. Posons o = arcsin(z) € [-5, 5]

On a sin(a) = z. Posons 8 = g —a.
Comme a € [—%, %], il vient 8 € [0,7].
T
De plus, cos(f) = cos (5 - a> = sin(a) = =.
Par définition de arccos, 8 = arccos(z), c’est-a-dire g — arcsin(x) = arccos(z).

D'ou : Vx € [-1,1], arccos(x) + arcsin(x) =

vl 3

6. Soit z € [~1,1]. Posons 6 = arcsin(z) € [-Z, Z].
Sur cet intervalle, cos(6) > 0.
Par l'identité pythagoricienne cos?(6) + sin?(#) = 1, on en déduit que :

cos(f) = /1 —sin?() = /1 — a2

D'ou : Vx € [-1,1], cos(arcsinz) = 1 — 22.
7. La fonction arcsin est strictement croissante sur [0, 1].

3 2 3
Comme 0 < R =0,6 < \g ~ 0,707, on a 0 < arcsin £ < arcsin - =

T
V2 ‘
5 2 5 T
D 5 < — = < —.dou < in— < —.
e méme, 0 < 3 0,385 < 5 , d’ot1 0 < arcsin 5351

T
arcsin — et arcsin 3 appartiennent donc tous les deux a [O, Z}



8. Posons A = atrcs.in§ et B = arcsin 3
Comme A, B € {0, g], leur somme A + B appartient a {0, g}
Développons sin(A + B) avec la formule d’addition :
sin(A + B) = sin(A) cos(B) + cos(A) sin(B)

On sait que sin(A) = g et cos(A) = m Lg %

5 2 144
De méme, sin(B) = — et cos(B) =
13 169
Adnst 312 4 5 36420 56
A+B)=—-X —+-X — —
AT B) =5 X 3 5 37 "6 e
56
Comme A+ B € [O, g} et que sin(4 + B) = 5 on en déduit par injectivité du sinus sur cet

intervalle que :
.3 . 5 . 56
arcsin — + arcsin — = arcsin —
5 13 65

Exercice 2 — Equation fonctionnelle sur Q

1. ANALYSE. Soit f: Q — R une fonction vérifiant : Vz,y € Q, f(z +y) = f(z) + f(y).
(a) En évaluant I'égalité pour z =y =0 :

f(0+0) = f(0)+ f(0) = f(0) =2f(0) = £(0)=0

(b) Montrons par récurrence sur n € N que f(n) =nf(1).

)
e Initialisation (n =10) : f(0) =0 =0 x f(1). La propriété est vraie au rang 0.
e Hérédité : Soit n € N tel que f(n) =nf(1).
fin+1)=f(n)+ f(1) =nf(l)+ f(1) = (n+ 1)f(1). La propriété est transmise au rang
n+ 1.
On a donc bien : Vn € N,  f(n) =nf(1).
(c) Soit m € Z_. On peut écrire m = —n avec n € N.
fm+n)=f0)=0 = f(m)+f(n)=0 = f(m) =—f( )-
D’aprés la question précédente, f(n) =nf(1), d’ou f(m) = —nf(1) = mf(1).

Ainsi : Vm € Z, f(m)=mf(1).
(d) Posons a = f(1). Soit = € Q, s’écrivant = = P avec p € Zet qge N*.
q

En appliquant I'additivité de f sur une somme de ¢ termes identiques égaux a P,
q

f(P)Zf(qxi):f(éZ):ifc;):qf(];)

Comme p € Z, f(p) = pf(1) = pa. On en déduit :
Qf<p> =pa = f<p> =2 = f(x) = ax
q q q

2. SYNTHESE. Soit a € Ret f: Q — R définie par f(z) = az.
Pour tous z,y € Q, f(x +y) = a(x + y) = ax + ay = f(x) + f(y).
Toute fonction linéaire x +— ax est donc bien solution.

3. CONCLUSION. Les solutions de I'équation fonctionnelle sur Q sont exactement les fonctions
linéaires : f : z +— ax avec a € R.



Exercice 3 — Etude d’une suite implicite

PARTIE I —

1. La fonction f:x — In(x) 4+ = est de classe C* sur R*.

1
sa dérivée vaut Vo > 0, f'(z) = —+1 > 0.
x

[ est donc strictement croissante sur R .
e plus, lim f(x) o0 e x_l}_{loof(l') +00

2. f est continue et strictement croissante sur R, elle réalise donc une bijection de R* sur R.
Comme pour tout n € N*, n € R, le théoréme de la bijection assure que I'équation (E,) : f(z) =n
admet une unique solution dans R* , notée x,,.

3. Pour tout n € N*, f(zpq1) =n+1>n= f(z,).

Comme f est strictement croissante, f(z,11) > f(zn) = Tni1 > Tp.
La suite (z,)nen+ est donc strictement croissante.

4. f(1)=In(1)+1 =1, d’ou 1 = 1. On admet z3 ~ 1,55.

PARTIE IT —
1 1
1. Pour tout t > 1, ¢t > t = f_—
v Todt
Par intégration sur 'intervalle [1, a:] avec x > 1 : / <

\[
2. On calcule : /1 v = In(z) et \[ = 2Vi)F =2vz — 2.

Ainsi, pour tout x > 1, 0 < In(z ) < 2¢r —2<2\/x.
In(x)

X

En divisant par x > 1: 0 <

%w

In(x)

Pu1sque lim —= =0, le théoréme des gendarmes donne : lim = 0.

+00\f z—+o00 T

. . 1 z-1

3. Soit g:x =z —In(z) sur RYL. ¢'(z) =1 - — = .
x

¢ admet un minimum absolu en x = 1 valant g(1) =1 > 0.
D’ou z — In(z) > 0 = In(x) < x pour tout = > 0.
4. On a In(zy,) + 2, = n.

n
D’une part, comme In(z,) < z,, il vient n = In(z,,) + x, < 2z, = x, > 3
D’autre part, comme x,, > x; = 1, In(x,) > 0, donc n = In(zy,) + z, > x, = x, < n.

On conclut que : Vn € N*, 5§ <z, <n.

5. Comme z, > — et lim — = 400, par comparaison : lim =z, = +oc.
2 n—+oo 2 n—-+00

PARTIE III —
. s In(x,)
1. Divisons l'égalité In(zy,) + z, = n par n : yIn
n
In
De I'encadrement % <z, <n, on déduit 0 < (z ) )
n
1 1
Par croissances comparées, lim n(n) =0, donc lim n(xn) =0.
n—+o0o N n—+oo n
Par suite, lim =* —1.
n—+oo n
5 Berivons In(x,) _ In (n %) _ In(n) 4+ In (%”) 14 %
In(n) In(n) In(n) In(n)
Puisque lim In _ 1, par continuité du logarithme, lim In (@) =0.
n—+oo n n—+o00 n



1
=0,dou: lim n(zn)

=1.
n—+oo In(n)

1
Comme lim In(n) = +oo0, on a lim In(xn/n)
n——+00 n—+oo In(n)

3. Soustrayons les égalités In(zp41) + zpy1 =n+ 1 et In(zy,) + 2, =n:

(Tpt1 — xn) +In <M> =1 = zpy—ap=1—1In <$n+1>

TIn Tn

. Tn+41 Tn+1
Puisque z,, ~ n, ntl 1, donc In nt — 0.
Ty nN—+00 T n—-+o0o

On en déduit que lim (2,41 — zp) = 1.
n—-+oo

In(zy,)
In(n)
In(z,) —In(n)  In(xn/n)

In(n) ~ In(n)
(b) D’aprés la question I11.2, lim w, = 1.

4. (a) Puisque n — x, = In(zy,), on a u, =

Ainsi u, — 1 =

n——+00
1
(¢) Reéécrivons n(1l — uy,) = —nw.
1
Notons que 1 — In _ n(zn) — 0.
n n n—+o00
En utilisant I’équivalent usuel In(1 —u) ~ —wu avecu=1-— In
u—0 n
n n n
Tn,
D’ou nln (—) ~ —In(z,).
n
Ainsi n(1 — uy,) ~ In(n) notoe
On conclut que lim n(l —wuy,) = 1.
n—+o00
Exercice 4 — Produits infinis & Trigonométrie
a 0 sin(6)
1. (a) Démontrons par récurrence sur n € N* la propriété P(n) : H cos <k> = — .
Pt 2 2" sin (o)

e Initialisation (n = 1) : Le membre de gauche vaut cos <2
2sin Q Q
sim9) "' \2)""\2) <9>
2sin <9> 2sin <9> 2
2 2
P(1) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N* tel que P(n) est vrale.

rii[lCOS < 0 ) (ﬁ COS < 0 >> X COS < 9 ) Sln(e) COS < 0 >
o5k | — ok n = n ol 0 n
k=1 2k k=1 2k 2t 2" sin (gn) 2ntl

En utilisant la formule de duplication sin(2u) = 2sin(u) cos(u) au rang u =

N AN 0
Sin 27 = 2sin W COS W

Le membre de droite vaut




0
D’ou en simplifiant par cos <2n+1> #0:

ﬁcos ( % ) sin(6) cos (5%7) _ sin(f)

= 2 () cos (357) | 2 sin (35)

P(n+ 1) est vérifice.

Par récurrence, I'égalité est démontrée pour tout n € N*.

0 in(6/2"
(b) Réécrivons le dénominateur : 2"sin { — | =0 - M
2n 0/2n
. . . . sinu
Puisque lim _- =0, la limite usuelle lim =1 donne :

On en déduit que : lim cos (9> = SH;(G)
sin ()

(c) Si @ e 2nZ\ {0}, alors sin(f) = 0, donc =0.
De plus, pour § = 2mz (m € Z*), il existe un rang K a partir duquel un des facteurs s’annule
(car Pargument devient un multiple impair de 7/2), ce qui rend le produit nul pour tout

n > K.
sin(6
Si 6 = 0, par prolongement par continuité, éim 9( )
—0
La formule reste donc entiérement vraie sur 27Z.

r .
. T sin x
2. Soit & € ]0, 5[ Posons P,(x) = H (3¢) = P sin(z/27)

Prenons le logarithme puis dérivons par rapport a x :

=1, et tous les facteurs cos(0) = 1.

InP,(z) = znzln (cos <2x—k>> =In(sinz) — nln(2) — In (sin (%))
k=1

En dérivant :

i —2% sin(z/2F) _ cosz 5 cos(z/2")
P cos(z/2F)  sinz sin(z/2")

P 2k 2k) " tanz 27 tan(z/2m)

En multipliant par —1 :

—tan (=) = _
p 2k 2k 27 tan(x/2") tanwz
t 2
Quand n — +o0, 2" tan <£> =x- an(z/2") x
2n x/2"  n—+oo
1 1

Par conséquent, lim ————— = —.
d n—+oo 2" tan(x/2") =z

On conclut que :




