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Exercice 1 — Logique et quantificateurs

1. Ecriture formelle des négations logiques :
(a) Ve>0, Ix>0, e>x
(b) Ix e R4, Vx>x
(c) Rappelons que la négation de P = @ est P A =(Q. La négation est donc :
IxeR, x>3 et x2-2x—-3<0
(d) 3JA >0, VNeN, Ixe[N, 40, In(x)<A
2. Etude de la valeur de vérité de chaque proposition :

(a) La proposition est FAUSSE (sa négation est vraie).

Soit € > 0. En choisissant le réel = §, on a bien > 0 et pourtant € > x (puisque € > ).

(b) La proposition est FAUSSE (sa négation est vraie).
Considérons le contre-exemple x = % ER,. Onaxr= %, or % > i, donc vz > .
(c) La proposition est VRAIE.
Factorisons le trinéme : 22 — 22 — 3 = (z — 3)(z + 1).
Soit z € Rtel quex >3.Onaalorsz—3>0etxz+1>4>0.
Par produit de termes positifs, (z — 3)(x 4+ 1) > 0, d’ott 22 — 22 — 3 > 0.
(d) La proposition est VRAIE.
Elle traduit le fait que limy_, 4 In(z) = +o0.
Soit A > 0. Posons N = |e?] +1 € N.
Pour tout o € [N, 4oo[, on a x > N > e?. Par stricte croissance de la fonction logarithme
népérien sur ]0, +-o0ol, il vient In(z) > In(e4) = A.

Exercice 2 — Equations et inéquations fondamentales

1. Multiplions chaque membre par 4 :
(Tx+9)+4r=205x)+12 <= 1z +9=10c+12 <= =3

L’ensemble des solutions est S = {3}.
2. Les expressions sous les valeurs absolues s’annulent en 2 = 2 et = —4. Etudions 1’équation selon
trois intervalles :
eSiz<—-4d:|lz—-2=—(x—-2)=2—xet|20+8 =—(22x+8)=—2z—38.
L’équation devient 2—x =z —20—8 <= 2—x = —x—8 <= 2 = —§, ce qui est impossible.
Aucune solution sur cet intervalle.
e Si 4<z<2:|x—2/=2—-xet|22+8 =22+8.
L’équation devient 2 —rx=z+2x4+8 < 2—zr=31x+4+8 < 4dor=-606 < z=—
Puisque —% = —1,5 € [—4, 2], cette valeur est bien solution.
e Siz>2:|z—2=zx—2et|20+8 =22 +8.
L’équation devient x —2 =x+22+8 <— x—-2=3x4+8 < 2xr=-10 < x = 5.
Or —5 ¢]2, +00], donc cette valeur est rejetée.
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L’unique solution est S = {f% .
3. Pour tout x # 0 :

2 -1 — (x—1)(z+1)

>0 >0

1 1
rT>— <= r——>0 <
x T T

(z—1)(z+1) :

Dressons le tableau de signes de l'expression Q(z) = -

T —00 -1 0 1 ‘

On en déduit 'ensemble des solutions : S =] — 1, 0[U]1, +oo].
4. Développons et regroupons les termes en x :

(3m —6)x + (dmx —Tm) =3m —3 <= (Tm —6)x —Tm=3m -3 <= (Tm —6)z =10m — 3

Discutons selon les valeurs du coefficient 7m — 6 :

e Si 7m — 6 =0, c’est-a-dire m = g :
Le membre de gauche s’annule : 0 -2z = 10 (g) —-3= @ = 3—79 #0.
L’équation n’a aucune solution : S = 0.

e Si 7m — 6 # 0, c’est-a-dire m # g :

On peut diviser par 7m — 6 # 0, d’oll une unique solution :

10m — 3 S 10m — 3
r= — = g JE
m — 6 Tm—6

Exercice 3 — Somme géométrique dérivée

S i ()

1. Démontrons par récurrence sur n € N* la propriété P(n) : « T,, = =1 .

e Initialisation (n =1) :
) _ 4 0 —
D’une part, T151—+11_£15(2+5) 1. -
D’autre part, =TT T = L
P(1) est donc vraie.

e Hérédité : Soit n € N*. Supposons P(n) vraie.

—4Mn+5)  (n+1)4"
5n71 + 5n

4\"  prtl

Mettons au méme dénominateur 5" :

5(5" —4™(n+5)) + (n+1)4" 5"+ —5.4"(n + 5) + (n + 1)4"

Tn+1 = 51 5n
5P A (=5 =254+ 1) 524 an(—dn — 24)
B 5" B 5"
52 447 (n 4 6) 5T 4l ((n 4-1) 4 5)
- 5 - 5(n+1)-1

La proposition P(n + 1) est donc vérifiée.



5otl_ 4“(n+5)
5[1
on observe immédiatement que Ty, = Sy, (5)

Par récurrence, pour tout n € N*, on a bien Ty, =

_ 4
2. En posant z = ¢,

3. Pour tout réel z # 1, il s’agit de la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique :

K 1 —xn X_Xn+1
E Xt =X =
1—x 1—x

4. La dérivation terme & terme d’une somme finie de fonctions dérivables donne :

n

falx) =D (" ka’“ Sn(x)

k=1
5. D’aprés la question 3, on a également f,(x) = zflf;ﬂ. Dérivons cette forme quotient :
1—(n+12")(1 —2)— (2 — 2" ) (-1
1y = (=0 ) (1 =) = (o =) (=)
(1—x)?
l-z—(n+1Da"+ (n+ 1)z 4z — "t
- (1—x)?
C1-(n+1)a"+nz"!  nx™—(n+1)x"+1
(1—z)? B (1-x)?
Comme f] (z) = Sp(z), la formule est démontrée.
6. Evaluons I'expression fermée de Sy (z) en = 3.

Onal—l‘:l—*—l dotr (1 —z)% = 25,501‘5( )2—25

T, = S, <‘51> 25 (n <§)n+1 1) (‘;)n + 1) 25 (5411 (4n—5(n+ 1) + 1)

4n(—n — 5) 25 - 4" (n + 5) 4n(n +5)
255" —4"(n+5) 5™ —4"(n+5)
- Fn—1 - pn—1

Le résultat de la question 1 est bien retrouvé sans récurrence.

Exercice 4 — Recherche d’une équation fonctionnelle

1. Soit f une fonction solution de (E;) :Vx € R, f(z) +zf(l —z) =1+ =.

(a) Evaluons (Ey) enz =1 :

1 1 1 3 1 3 1
1)) = )2 =)
(b) L’égalité (FEq) étant vraie pour tout réel, substituons la variable  par 1 —z € R :
fA-—2)+(1-2)fl-(1-2)=1+(1-2) < fl-x)+(1-x)f(x)=2-x (Eg)

(¢) De I'équation (E2), on isole le terme f(1 — x) :

fA—z)=2-2—-(1-2)f(z)



Injectons cette expression dans (E7) :

Le discriminant du trinéme 22 — x 4+ 1 vaut A = (—1)? — 4(1)(1) = -3 < 0.
Par suite, pour tout réel , 22 — x4+ 1 > 0 et ne s’annule jamais.
On peut donc diviser par cette quantité :

x2—x+1

Vx € R, f(x):mf

2. Conclusion par analyse-synthése :

e Analyse : D’aprés la question 1, si f est une solution du probléme, alors nécessairement f
est la fonction constante égale a 1.

e Synthése : Réciproquement, considérons la fonction constante définie par f(x) = 1 pour tout
z eR.
Pour tout x € R, on a :
f@)+2f0—2)=1+2()=1+a
La fonction constante vérifie bien 1’équation fonctionnelle (E}).

L’unique solution de ’équation (E7) est la fonction constante :

f:x—1



