Série ECG 1 — vrai DS n°0003
Mathématiques approfondies — Septembre 2026

Logique, Equations, Sommes géométriques dérivées & Equation fonctionnelle (2h)

Profil : [Classique CPGE] Technicité calculatoire : xoo Abstraction & Raisonnement : xoo

Exercice 1 — Logique et quantificateurs

1. Pour chacune des propositions suivantes, écrire sa négation logique formelle :
(a) I >0, Vx>0, e<zx
(b) Vx e Ry, <=z
(c) Ve eR, >3 = 22-22-3>0
(d) VA>0, INeN, Vze[N,+oo[, In(x)>A4
2. Pour chacune des propositions ci-dessus, déterminer si elle est vraie ou fausse, en justifiant soigneu-
sement la réponse (par une démonstration ou un contre-exemple explicite).

Exercice 2 — Equations et inéquations fondamentales

1. Résoudre dans R I’équation d’inconnue x :

Tr+9 5x

2. Résoudre dans R I’équation d’inconnue x :
|v — 2| = 2+ |22 + 8|
3. Résoudre pour x € R* I'inéquation :

1
x> —
x

4. Soit m € R. Résoudre dans R I’équation d’inconnue z en discutant selon les valeurs du paramétre
m:
3(m—2)x+m(dx —7) =3(m —1)

Exercice 3 — Somme géométrique dérivée

Pour tout n € N*, on pose :
n 4 k—1
7=k (3)
k=1
Le but de cet exercice est de calculer T}, de deux maniéres différentes.

1. Montrer par récurrence que pour tout n € N* :

5Pl —An(n+5
T — (n +5)

5n71

2. Pour tout n € N* et tout réel z, on pose Sy (z) = > p_, kz*~1. Exprimer T}, a I'aide de la fonction
Sh.
3. Soit € R\ {1}. Donner sans démonstration la valeur de > p_, z*.



4. On admet que pour tout n € N*, la fonction f, : x — > }_; z¥ est dérivable sur R.
Calculer f] (z) pour tout = € R et 'exprimer a l'aide de Sy, (x).

5. En déduire, a I'aide de la question 3, que pour tout n € N* et tout réel x # 1 :

nz™t — (n+1)2" + 1

Snl@) = (1—x)?

6. Retrouver le résultat de la question 1 sans raisonnement par récurrence.

Exercice 4 — Recherche d’une équation fonctionnelle

L’objectif de cet exercice est de déterminer l’ensemble des fonctions f : R — R vérifiant 1’équation
fonctionnelle :

VeeR, f(z)+zf(l—x)=1+z (E1)
1. Soit f une fonction solution de (E7).

(a) Déterminer la valeur exacte de f (%)
(b) Montrer que pour tout z € R :

fA—o)+ (M -2)f(z)=2-2  (E)

(¢) En combinant judicieusement les deux équations (Fj) et (E2), en déduire une expression
explicite de f(z) valable pour tout z € R.

2. Conclure soigneusement en donnant 1’ensemble des fonctions solutions de I'équation (E4).



