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Inversion de Pascal, Sommes et Nombres de Stirling (2h30)

Si vous remarquez une erreur ou une coquille dans ce corrigé, merci de la signaler a :
maths.inge.contact@gmail.com

Exercice 1 — Questions diverses et indépendantes

Q1) Deux réels de somme —10 et de produit 15 :
Soient x,y € R. z et y vérifient z +y = —10 et xy = 15 si et seulement s’ils sont les racines du
polynéme P(t) = t? + 10t + 15.
Le discriminant classique est :

A=10°-4x1x15=100— 60 = 40 > 0

Les racines sont donc :

—10—+40 —10—-2+/10
t1 = 5 = 2 = -5 — V10,

Les deux réels sont donc —5 — /10 et —5 + /10.
2

Q2) Inégalité In(1+z) >z — % sur R, :
2
Posons f:z+— In(1+2x) —x + % définie et dérivable sur R, .

Pour tout =z > 0 :

—10 40
b= T0EVD

(11— 2
_ 11— x)(l—l—:n): A
1+z 1+z 1+2 —

La fonction f est donc strictement croissante sur R.
Comme f(0) = In(1) =04 0 = 0, on en déduit que pour tout z € Ry, f(z) > f(0) = 0, soit
2

ln(l—l—x)Zac—%.

Q3) Reésolution de e* —e™® =13 :
En multipliant par e > 0, 'équation équivaut a (e*)% — 13e* — 1 = 0.
Posons X = e* > 0. L’équation devient X2 — 13X — 1 = 0.
Discriminant : A =132 —4 x 1 x (=1) =169 + 4 = 173 > 0.
Les racines sont X = 13% VIT3 of Xy = 13% VIT3
Comme 173 > 169 = 132, /173 > 13, donc X; < 0 (& rejeter car X = e* > 0).
On a donc e* = 13% VIS o x=1In (13% m)
n. 93-2k
Q4) Calcul et simplification de B, = Z TH :

il
Simplifions le terme général :

N[5
N
—

On reconnait une somme géométrique de raison g = —

=B () o () o 2 ()

24 3\"
Conclusion : B, = - (1 — <—4> ), sous la forme attendue avec a = —% et b= —

N[eY

1



Q5) Négation formelle :
La négation de « Ve € Z, Iy € Z,32 € Z, z*=y>+20 = 2 =0» s’écrit :

Ixe€Z, VycZ, VzecZ, (x*=y*+2% et (x#0)
Q6) Valeur de la somme géométrique :

b b—a+1 sig=1

qu = 1 gb—otl
q

i 1
L g

Q7) Démonstration :
b b
e Sig=1)Y 1"=> 1=b-a+1
k=a k=a
b

e Sig+#1, posons S = qu. Par télescopage :

k=a
b b b b+1
(1-¢)S = qu _ quﬂ - ¢ - Z ¢ =q% — ¢ = g3(1 — gt
k=a k=a k=a j=a+1
1— qb—a—l—l
Comme 1 — ¢ # 0, en divisant par 1 — ¢, on obtient S = ¢ 7
Exercice 2 — Autour de la formule d’inversion de Pascal

Partie I — Premiers exemples
Q1) Siag =1 pour tout k, par la formule du binéme de Newton :
" /n
A, = Fart=a4 1) =2
> () L+
k=0
Q2) Si a; = z* pour tout k, toujours par le binéme de Newton :

S AL

k=0

Partie II — Cas de la suite des entiers

Q1) Par la formule du triangle de Pascal (”Zl) = () + (,",) (valable pour 1 < k < n) :

T ST >((1 ) IS ol A

k=0 k=1 k=1

La premiére somme vaut A, (le terme k& = 0 est nul), d’ou :

n+1 n
Anii :An+k§_jl <k_1>k



Q2) Effectuons le changement d’indice j = k — 1 dans la seconde somme :
KAR YA e " /n " /n
S ()= (o =2 ()i (5) = e
k=1 J=0 j=0 j=0
On en déduit immédiatement : A,11 = A, + A, + 2" = 24, + 2",
Q3) Etablissons par récurrence la propriété P(n) : A, = n2""L
o Initialisation (n=0) : Ao = (J) x 0=0et 0 x 27! = 0. P(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) vraie (4, = n2""1).
D’aprés Q11 : Apyq = 2(n2%7 1) + 2% = n2" 4+ 2" = (n 4 1)2". P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Pour tout n € N, A4,, = n2" 1.

Partie IIT — Formule d’inversion de Pascal

Q1) Soient j < k < n. Exprimons les factorielles :

@ @ - k!(nni DI j!(kkij)! ~ —j?!!m— B!

D’autre part :

n\(n—7\ n! (n—j)! B n!
(j> <k‘ —j> T k= k) 1k — )i — k)l
Les deux membres sont bien égaux.
Q2) Si I'encadrement j < k < n n’est pas vérifié (par exemple si k < j ou k > n), au moins un des
coefficients binomiaux est nul par convention, donc 1’égalité devient simplement 0 = 0, elle reste
vraie.

Q3) En utilisant 'identité de Q13 :
s (1) () -z ()62 - () e ()

Posons le changement d’indice | = k — j. Quand k varie de j a n, [ varie de 0 & n — j.
Remarquons que n — k = (n — j) — . On obtient :

= () ()= Gowr- G

eSin=j7:5=(0)0"=1x1=1.
e Sin>j:n—75>0,donc 0" 7 =0, doi S =0.

n
n\ [k
On retrouve exactement le symbole de Kronecker : Z(—l)”_k ( > ( > =0n,;-
k=j
Q4) Remplagons Ay par son expression dans le membre de droite :

n n k

— n—k(T _ n—k (T k A

=3 (a2 () {355
k=0 k=0 =0

Par interversion des sommes (domaine de sommation : 0 < j < k <mn) :

_ n ' n ok n k B n | -
Rn—;aj S (-1 (k) <3> (Q—m)jgoajan,] —a,

k=j

n
D’ou la formule d’inversion de Pascal : a,, = Z(_l)n—k <Z> A,
k=0
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Partie IV — Nombre de surjections

Q1) Tableau des valeurs de o(n,p) pour 0 < n,p<4:
Régles de remplissage : (n,0) = 0 pour n > 1, o(n,p) = 0 pour n < p, 0(0,0) = 1 et la relation
de récurrence o(n+ 1,p+1) = (p+ 1)(c(n,p+ 1) + o(n,p)).

n\p|O0[1]|2]3]|4
O |[1]0]|0}]O0/|O
1 (011071010
2 |01} 2 010
3 |[0]1]6 |60
4 |0]1]14]|36]|24

Q2) Démontrons par récurrence que o(p,p) = p! :
e Initialisation (p =0) : ¢(0,0) =1 =0..
e Hérédité : Soit p € N. Supposons o(p,p) = pl.
La relation (iv) donne : o(p+1,p+1) = (p+1)(c(p,p+ 1) + o(p,p)).
D’aprés (iii), o(p,p+1) =0car p<p+ 1.
Donco(p+1,p+1)=(p+1)(0+p!) =(p+ 1)L

Conclusion : Pour tout p € N, o(p,p) = p!.
P
Q3) Soit p € N*. Démontrons par récurrence sur n la propriété Q(n) : p" = Z <Z>a(n, k).
k=0

e Initialisation (n =0) : p° = 1.

P P
Membre de droite : Z (i)a((), k)= <g>0(0,0) + Z (i) x0=1x1=1. Q(0) est vraie.

k=0 k=1
e Hérédité : Soit n € N. Supposons Q(n) vraie.
En utilisant la relation du capitaine k(’]z) = p(gj), on remarque que :

(i) =#(0) s w0 () =+() o)

Multiplions ’hypothése de récurrence par p :
P P P

pt = Zp(i) o(n, k) = Z k <Z>0(n, k) + Z(k +1) (k: f_ 1)0(71, k)
k=0 k=0 k=0

Dans la seconde somme, effectuons le changement d’indice j =k + 1 :

j<§)o(n,j ~1) = iy‘(?)o(n,j - 1)

J=1

p—1

k=0
En regroupant les deux sommes :

S = Zp: (i) k(o(n, k) +o(nk—1)) = ij (Z)a(n +1,k)

k=1 k=1

=o(n+1,k) par (iv)

p
Comme o(n + 1,0) = 0, on a bien p"! = Z (z)a(n +1,k). Q(n+ 1) est vraie.
k=0
Q4) Casp=0:
Pour p = 0, le terme de gauche vaut 0" (1 sin =0, 0sin > 0).
Le terme de droite vaut (8)0(71, 0) =0(n,0) (1sin=0,0sin>0).
L’égalité reste donc vraie pour p = 0.



p
Q5) Posez A, =p" et a = o(n, k). D’aprés Q19, A, = Z <Z> ay.
k=0
Par application directe de la formule d’inversion de Pascal (Q16), on obtient :

o(n,p) = i<_1)p7k (i) K"

k=0



