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Exercice 1

1) Supposons E C F. Soit A € P(E).
Par définition de l’ensemble des parties, A € P(E) <= ACE.
Par transitivité de la relation d’inclusion :

ACE}

EcCF = ACF

Ainsi, A € P(F). On a donc bien démontré que P(E) C P(F).
2) Montrons ’égalité par double inclusion :
e Inclusion (C) : Soit A € P(ENF), c’est-a-dire AC ENF.
Comme ENF C E, par transitivité A C E, donc A € P(E).
Comme ENF C F, par transitivité A C F', donc A € P(F).
On en déduit que A € P(E)NP(F), dou P(ENF)C P(E)NP(F).
e Inclusion (D) : Soit A € P(E)NP(F).
Alors A€ P(E) et Ac P(F),soit ACEet ACF.
Par définition de 'intersection, A C E N F, ce qui signifie que A € P(ENF).
Dou P(E)NP(F)C P(ENF).
Par double inclusion, on conclut : P(ENF) =P(E)NP(F).
3) L’égalité n’est pas vraie en général. Etudions séparément chaque inclusion :
e Inclusion P(E)UP(F) C P(EUF) (Toujours vraie) :
Soit A € P(E)UP(F). Alors AC FouACF.
o SiACFE,comme FC EUF, onaAC EFUF.
o SiACF,comme FCFEUF, onaACFEUF.
Dans les deux cas, AC EUF = A€ P(EUF). Ainsi, P(E)UP(F) C P(EUF).
e Inclusion réciproque P(EUF) C P(E)UP(F) (Fausse en général) :
Exhibons un contre-exemple. Posons E = {1} et F' = {2}. Ona EUF = {1, 2}.
o D’une part, FEUF = {1,2} e P(EUF).
o D’autre part, P(E) = {0,{1}} et P(F) = {0,{2}}, donc P(E)UP(F) = {0,{1},{2}}.
Puisque {1,2} ¢ P(E) UP(F), l'inclusion réciproque est fausse.
Conclusion : En général, P(EU F) # P(E)UP(F).

Exercice 2

1) Calculs en O :
0 0 0_ .0
ch(o):‘e;e —1, sh(0)=2"% -0

Les fonctions x — e® et z + e~ sont dérivables sur R. Par combinaison linéaire, ch et sh sont
dérivables sur R, et pour tout x € R :

T

ch/(z) = = =shx



61‘ _|__ (_e—.I) eac +6—a:

sh’(z) = 5 = 5 =chx
—x (2
2) Pour tout z € R, ch’(z) =shz = w
Comme e~ * > 0, shx est strictement négatif sur | — 0o,0[, nul en 0, et strictement positif sur

0, +oo|.
]Par corEséquent, ch est strictement décroissante sur | — 0o, 0] et strictement croissante sur [0, +0o0[.
Elle atteint son minimum absolu en 0, d’ou : Yz € R, chz > ch(0) = 1.
3) Soit y € R.
e /y? — 1 est définie <= y? —1>0 <= y €] — o0, —1]U[L, +o0].
e Siy>1:y/1y2—1>0,doncy++/y2—1>1>0.Deplus,y>1y2 -1 <= > >y°> -1 —
0 > —1 (toujours vrai), donc y — /y2 —1 > 0.
e Siy<—1:y2-1<y2=yl=—y, doncy+y2—1<y—y=0.
L’ensemble recherché est donc [1, +o0l.
4) Soit y € R fixé.
e Siy<1:commechz >1 pour tout z € R, ’équation n’admet aucune solution.
e Siy>1:chx=y < %:y — ()2 —2ye® +1=0.
En posant X = e® > 0, I'équation devient X2 — 2yX + 1 = 0.
Le discriminant réduit vaut A’ = g2 — 1 > 0. Les deux racines sont :

Xi=y—vy*—1 et Xo=y+Vy>—1

D’aprés la question 3, X7 > 0 et X9 > 0. De plus, X1 Xo =1 = X; = )%
En repassant & x = In X, 'ensemble des solutions est :

S:{iln<y+\/y27—1)}

5) e Unicité (Analyse) : Supposons qu’il existe a,b € R et g € D(R,R) avec g(0) = ¢’(0) = 0 tels

que f(x) =achz +bshzx + g(z).
o Enz=0: f(0) =ach(0)+bsh(0)+g(0)=a-140-0+0=0a = a=£(0).
o En dérivant : f/(x) = ashx +bchx + ¢'(x).
o Enz=0: f'(0) =ash(0)+bch(0) +4¢'(0)=b-1+0=b = b =1£(0).

Ainsi, g(x) = f(z) — f(0) chz — f/(0) shz est uniquement déterminée.

e Existence (Synthése) : Posons a = f(0), b = f'(0) et g(z) = f(x) — f(0)chx — f'(0)shz.

o g est dérivable sur R comme combinaison linéaire de fonctions dérivables.
o 9(0) = £(0) — £(0) - 1— £/(0) -0 =0,
o ¢'(0) = f'(0) = £(0)- 0 — f'(0) - 1= 0.

La décomposition existe et est unique.

Exercice 3

1) Domaine de définition : R\ {1}.
e Cas z > 0 (z # 1) : |z| = z. L'inéquation s'écrit £ < 1 —2 <+ w <0 <=
= <o,
L’étude du signe du quotient sur [0, +o00[\{1} donne les solutions : {0}U]1, 3].
e Cas z < 0 : |z| = —z. L'inéquation s’écrit 3£ < 1+ 2 <= (1 +x) (ﬁ - 1) <0

(1+z)
o <0

Comme z < 0, 1 — 2z > 1 > 0. Le quotient est du signe de z(1 4+ z). Comme z < 0, z(1 + z) <
0 <<= 142>0 < x> —1.
Les solutions sur | — 0o, 0] sont [—1,0][.



1<i,j<n i=1 j=1
2 J—1 n _ _ —
D 11 ( 12> ; (j 1)6(2] 1) (1322] 3i+1
i, U =i+ o =G+ —~  j+
Puisque % =2j—-5+ j+1’ la somme se simplifie en :
1. & " LI m-1)(n—-3) 21
- 12 -5 146 = =
6 ( B 146D o 6 2%
Jj=2 Jj=2 J=2 k=3
R 1 I R
1<w§n]—i—1 paiey jzlj—i-l i:1<n+1) ((n+ 1)) n+1

3) Pour tout n € N* :

3 W1 e 41
un—uonuk—l—l _ 1_[0(2 k+3> (22kék>f;g§k+3;

k=0
S bk =D Tl (k1) = nl et [[RCg(k +3) = 2320
Ainsi, pour tout n € N (valable également pour n = 0) :
n2—n+2
2
U, = ————————
T (n+1)(n+2)
4) a) Utilisons la quantité conjuguée :
+1)— 2
R

Vntl+vn Vntl+yn
Puisque /n < v/n+ 1, 0ona vn+1++/n <2yn+ 1, dou \/r??-s-\/ﬁ > \/an_l

Ainsi 2y/n + 1 — 2yn+ 2= <2V/n+1
b) Montrons par récurrence sur n € N* la propriété :
Pn): 2vn+1-2< 7 2v/n

e Initialisation (n=1) : 3;_, ﬁ =1.2V/1=2et 2y/2—2~0,828. On a bien 2y/2 — 2 <
1 <2, donc P(1) est vraie.

e Hérédité : Soit n > 1. Supposons P(n) vraie. En ajoutant \/ﬁ :
n+1
2vn+1-2+ < < 2v/n +
ﬁ = \f m

D’apres la question 4a, 24/n + \/nl? < 2¢y/n+ 1 (majoration).
Pour la minoration, montrons que 2v/n+2 —2 < 2y/n+1—2 + \/1% — 2vVn+2-—
n+1

_ 2 2 _ 1
En effet, 2vn +2 -2vn+1= o <573 = 7o
La propriété P(n + 1) est donc démontrée.




Par principe de récurrence, I’encadrement est vrai pour tout n € N*.

Limite : En divisant par /n > 0 :

<—Y —<2
Vn n = L
Comme limg, 1 2 %72 = limp 100 (2\/1 + % — %) = 2, par le théoréme des gen-
darmes : N
1 1
Iim — Z — =2
n—+oo n k
k=1
Exercice 4 — Autour des coefficients binomiaux

Partie I. Calcul d’une somme

1) Méthode 1 (sans récurrence) : Utilisons la somme télescopique de lidentité (k + 1)* — k* =
4k? + 6k* + 4k + 1.
En sommant pour k£ allant de 0 & n :

i:((k+1)4—k4> :4§:k3+6§:k2+4ik+§:1
k=0 k=0 k=0 k=0

k=0

Le membre de gauche vaut (n + 1)* —0 = (n + 1)*. En utilisant les formules connues :
n
n(n+1)(2n+1) n(n+1)
43 K +6 4
RIS LN

(n+1)" = 5

+(n+1)
k=0

4Zk3 (n+1) [(n+1)3—n(2n+1)—2n—1} :(n+1)<n3+3n2+3n+1—2n2—3n—1)

4Zk3:(n+1)(n3+n2) 2n+1)? = Zk3 n+1)

2) Méthode 2
a) Soit k€ Netle0;k:

k1 kY (k+1)! k! - k!
<l+1>_<l+1> D= (D) k—1-1)! (z+1)!(k_z)!((k“)_(k‘l))

k! k! Kk
R LR <1>

b) Par somme télescopique :

S ()= () -(5)) =600 - () -G

O ()=l ()=HED (5= kel

D aft) +0() + o) =4+ (4= DR+ (5= b+ o)k

Par identification avec le polynome k3, on obtient le systéme :

a/6=1 = a=6
b/2—-3=0 = b=6
2-3+c=0 = c=1



e) En utilisant la formule du triangle de Pascal généralisée :

2= (3) o (o) 2 (1) o) () (137)

(n+nn—1)(n-2)  (n+1)nn—-1) (@m+n n?(n+1)>2
24 0 6 T T 4

=6

Partie II. Formule d’inversion de Pascal

3) (Z) (];) k'(r?' k)! zv(kk| nr— l'(r?' D! (kf(g!?i)ik)! = (rll) (E:D

D) S = SiaCD R0 = () Sia D) = O TRED) = (-
e Sil<n:n—1>0,donc (1-1)"!=0"=0 = S,;=0.
eSil=n:(H1-1)"=1-1=1.

5) En développant le membre de droite et en intervertissant les sommes :

S (- B () (e e ()

k=0 k=0 =0 1=0 k=l

3

= al(—l)”_lSnvl = an(—l)OSnm = an

6) a) Par récurrence sur n € N :
e Initialisation (n=0) : 3)_, ({)zr = zo = 1 = 0l Vrai.
e Hérédité : Supposons n! = > 0( )

SIS T

Comme ("Zl)k =(n+1)(,",) ona:

_ 1+(n+1)n§+:1 (k " 1)xk 1+n§ ("Z 1)( 1D = 1 Dt (1-1)"1=1) = (n+1)!
k=1

b) D’apreés la question 6a, by = k! = El —0 ( )xl En appliquant la formule d’inversion de Pascal
(question 5) avec a,, = z,, et by = k! :

=3 (-1 <Z>k! _ §<1>”*’f<nf’k>! =y Y

k=0




Exercice 5

1) SoitceRet f:x—c flzy) =cet f(f(z)+ f(y)) = f(c+c) = c. L'égalité (E) est identiquement
vérifiée.

2) ) flays) = f(@)2) = F(f)+ 1)) =TT+ F0) + 1)) = H(EG) +£(3)).
b) On suppose f(0) # 0.

i) Posons z = 0 et y = 0 dans l'identité précédente : Vz € R, f(0) = f(2f(0)z).
Soit a € R. Comme f(0) # 0, on peut choisir z = %(0) € R. On obtient : f(a) = f(0).
ii) f est la fonction constante égale a f(0).

¢) On suppose f(0) = 0.

i) Posons z = 0 dans I'identité du 2a: V(y, z) € R?, f(0) = f((0+f(y))z) = f(f(y)z) =0.
ii) Supposons qu'il existe xg € R tel que f(zg) # 0.
D’aprés la question précédente, f(f(zg)z) = 0 pour tout z € R.
Lorsque z parcourt R, w = f(xg)z décrit R tout entier (car f(zg) # 0).
Ceci implique f(w) = 0 pour tout w € R, ce qui contredit l'existence de xg tel que
f(o) # 0.

iii) Il vient nécessairement f(z) = 0 pour tout = € R (fonction constante nulle).

3) Conclusion : Les solutions de (E) sont exactement toutes les fonctions constantes sur R.



