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Exercice 0 : De la quantification

1. VRAL Pour tout = € [2,4], 2 >2 = 22 >4> 1.

2. VRAL Pourz = -1€R_, (-1)? =1.

3. VRALI Choisir z = 0. Pour tout y e R, 0+ y = v.

4. VRALI Soit z € R. En posant y = —x € R, on a x + (—z) = 0.

5. FAUX. S’il existait un tel y, pour x = 0 on aurait 0 + y = 0 = y = 0. Mais alors pour x = 1,
1+40=1#0.

6. VRALI Soit x € R. Posons y = z. Pour tout z € R, si z > y, alors z > x.

7. VRALI. Choisir y = 0. Pour tout « € R, il suffit de poser z = .

8. FAUX. Toute fonction réelle n’atteint pas nécessairement un minimum global sur R (par exemple

f(z) = ).

Exercice 1 : Raisonnement logique

1. (a) Y(z,y) €R?, z<y = f(z)> f(y).
(b) Négation : I(z,y) € R%, z<y et f(z)< f(y).
En francais : « 1l existe au moins deux réels x et y tels que x est strictement inférieur a y et
f(z) est inférieur ou égal a f(y). »

2. (a) (A) : « Pour tout entier naturel, il existe un nombre premier qui lui est strictement supérieur.
»

(B) : « Il existe un nombre premier strictement supérieur a tous les entiers naturels. »
(b) =(A):3IneN, VpeP, p<n.
—(B):VpeP, dneN, p<n.
(c¢) (A) est VRAIE (Théoréme d’Euclide sur 'infinité des nombres premiers).
(B) est FAUSSE : pour tout p € P, en choisissant n = p € N, l'inégalité p > n est mise en
défaut (p < p).
3. C’est 'ensemble des suites (uy)nen **strictly positives a partir d’un certain rang**.
4. Négation formelle :

Jr,r' €]0,1], ImeN, VkeN, Ve eR,, ZJec€E, Fe>cy, —P(rr',mk coce)

Exercice 2 : Soyez forts!

1. Calculs des premiers termes :

e Pourn=1=3x0+1 = qu,rzl.ulzuo—i—%:l—{—%:g.

e Porn=2=3x0+2 = q=0,r=2.u2:u1+7“01“0:§+%:%.

e Pourn=3=3x1+0 = ¢=1,r =0. ug = up + “tv2 = 13} 23/6 _ 44
e Powrn=4=3x1+1 = qzl,rzl.wt:u?,—l—i“lg“?:%—l—%ﬁ:%.



2. Puisque r > 0, n = 3q + r > 3q, donc 3q < n.
On en déduit : (¢+ 1)+ (2¢+1)=3¢+2<n+2.
3. Démontrons par récurrence forte que pour tout n >0, P(n) : u, < n+ 1.
e Initialisation : Pour n =0, ug =1 <0+ 1 = 1. La propriété est vraie au rang 0.
e Hérédité : Soit n > 1. Supposons P(k) vraie pour tout k € [0,n — 1].
La division euclidienne de n par 3 donne n = 3¢ + r avec r € {0, 1, 2}.
CommenZl,q§%gn—let2q§2§”§n—1.
On peut appliquer I’hypothése de récurrence forte aux rangs n — 1, q et 2q :

Up—1 < 1, UqSQ-Fl, U2q§2q+1
En réinjectant dans la relation de récurrence :

uq+“2q<n+(Q+1)+(2q7L1) < n+n+2:n+1
n+2 = n+2 d’aprés Q2 n+ 2

Up = Up—1

D’ou P(n) est vérifice.

Par récurrence forte, pour tout n € N, u,, <n + 1.

Exercice 3 : Etude d’une suite

2

1. Soit v, = uy — n? < u, = v, +n?. En réinjectant dans la relation sur wy4o :

2 _ 3n+1)(vng1 + (n+1)2) —2n(v, +n2) —2n+1
n+2

Up+t2 + (n + 2)

En multipliant par n+2 et en regroupant les termes polynomiaux d’un coté, la simplification donne :
(n+2)vpt2 = 3(n+ 1)vpy1 — 2nv, = Vpya = 3vpi1 — 2vy

Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coeflicients constants.
L’équation caractéristique est r2 —3r +2=0 < (r—1)(r —2) = 0.
Les solutions sont de la forme v, = a- 1" 4+ - 2" = a + 2.
Conditions initiales :

e vy=uy—0°=5 = a+p=5.

ev=u —12=2-1=1 = a+28=1
On résout le systéme : B = —4 et « = 9. Ainsi : v, = 9 — 272,

2. On en déduit I'expression de u, = v, +n? :

u, = n?+9—2n+2

Probléme 1 : Décomposition en base b

Partie I : Encadrement d’un entier par des puissances de b

1. Baseb=2:13=23+224+1=1101°, 27 =2 +23 + 2+ 1 = 11011°.
Base b=5:13=2x5+3=23",27T=1x52+0x5+2=102".
2. Puisque b > 2, on a b— 1> 0. Pour tout n € N, p"*! — " = p"(b — 1) > 0.
La suite (b")nen est donc **strictly croissante™*.
n—1
3. (a) Somme des termes d’une suite géométrique de raison b # 1 : Z v =
k=0

b" -1
b—-1"



(b)

(b)

n
Minoration : Comme a, > 1 et a; > 0 pour tout i, x = Zaibi > apbt > b".
=0
Majoration : a; < b— 1 pour tout ¢ € [0,n]. Donc :
bn+1 -1

T =t o<t

n
r<(b-1)> F=(0-1)
k=0
D’ou le double encadrement : b" < z < b1,
Démontrons par récurrence sur n € N l'inégalité (1 4+ ¢)™ > 1+ nt pour t > 0.
e Initialisation : (1+1)° =1>1+0-t. Vrai.
e Hérédité : Supposons (1 +1¢)" > 1+ nt. Comme 1+t >0 :

A+ > A+nt)1+t)=1+n+Dt+nt> > 1+ (n+ 1)t (car nt*> > 0)

P:dM eR, VneN, <M.
Q:VYMeR, dneN, b >M.
P est FAUSSE et (Q est VRAIE.
En effet, posons t = b — 1 > 0. Par Bernoulli, b = (1+¢)" > 1+n(b—1).
Par la propriété d’Archimede, pour tout réel M, il existe un entier n tel que 14+n(b—1) > M,
d’ou b > M.
A={peN|b > N} CN. Dapreés la question 4d, A # (.
Par le principe du bon ordre, A admet un plus petit élément pyg = min A.
Comme N >1ett'=1<N,0¢ A doitpy > 1.
En posant n =py —1 €N :
en¢d A — b <N.
ent+l=p A= N<btl
Sim # n, disons m > n, alors m >n+1 = ™ > b"t! > N, ce qui contredit b < N.
L’entier n est donc unique.

Partie 11 : Existence de la décomposition

6.

(a)

Récurrence forte sur p € N.

e Pourp=0,0=¢cx 040 avec g =0,r =0.

e Soitp>0.Sip+l<c,onprendg=0etr=p+1.Sip+1>calors0<p+1—c<p.
Par hypothése de récurrence, il existe ¢, ' tels que p+1—c = cq' + 1" avec 0 < 1’ < ¢, d’ou
p+1l=c(d+1)+7r".

Récurrence forte sur N € N*.

Soit n I'unique entier tel que b” < N < b"*+! (Question 5).

Effectuons la division euclidienne de N par " : N = gb™ + r avec 0 < r < b"™.

Puisque b < N < b"*t! onal<q<b—1. On pose a, = q.

Sir=0, N =a,b" est une écriture valide. Si r > 0, r < b" < N, donc par H.R., »r admet une

écriture en base b de degré au plus n — 1. L’existence est ainsi démontrée.

Partie III : Unicité de la décomposition

7. D’aprés la question 3b, b" < z < b"tl et b <z < b,

Par I'unicité démontrée en question 5b, on conclut immédiatement que n = m.

8. Supposons par 'absurde que les coefficients ne soient pas tous égaux.

Soit k = max{i € [0,n] | a; # a,}.

k—1 k—1
(ar — ap)b" = (af — )b’ = |ag — afbP < (b—1)> b =bF —1
i=0 1=0

Comme ay, # a}, |ax — a,| > 1, ce qui donne b* < b* — 1, une **contradiction**.
On a donc a; = a} pour tout ¢ € [0, n].



Partie IV : Une question ouverte

9. La seule suite qui convient est la suite géométrique u,, = 2".
e Synthése : Si u,, = 2", l'existence et I'unicité découlent directement de I’écriture en base 2
(Parties I a III).
e Analyse : Pour NV =1, le seul choix possible est ug = 1. Pour N = 2, u; doit étre égal a 2. Par
récurrence, la somme maximale de tous les termes jusqu’au rang k est Z?:o u; = 281 — 1. Pour
représenter N = 2F*1 de maniére unique sans répétitions, il est nécessaire que Upt] = ok+1,

Probléme 2 : Des suites vérifiant des trucs

1 ) Evident car n <n+1 = uy, < Upy1.

(=
( <) Récurrence immeédiate sur la différence m —n > 0 en utilisant la transitivité de la relation
<.

2. Soit u une suite croissante au sens de la définition. Pour n € N fixé, posons M = n.
Pour tout m > M = n, la croissance implique u,, > u,. La suite est donc pseudo-croissante.

3. Soient u et v deux suites pseudo-croissantes. Soit n € N.
o Il existe My € N tel que Vm > M7, Uy > Up.
e Il existe My € N tel que Vm > My, vy, > vy.
Posons M = max(Mj, Ms). Pour tout m > M, (4~ 0)pm = tUm + U = Up + Uy = (U4 V).
La suite (u + v),, est donc pseudo-croissante.
4. Raisonnons par 'absurde. Soit n = 0, de sorte que ug = (—1) = 1.
S’il existait M € N tel que Vm > M, u,, > ugp = 1, en choisissant un entier impair m > M, on
aurait u,, = —1 > 1, ce qui est **absurde**.
5. Posons w, =n+ (—1)".
e wy=1et w; =0, donc w; < wy : la suite w n’est pas croissante.
e Pour tout m € N, w,, > m — 1. Pour n € N fixé, en choisissant M = n+ 2, pour tout m > M,
Wm >m—1>n+1>n+(—1)" = w,. w est donc pseudo-croissante.
La réciproque de la question 2 est donc **FAUSSE**.
6. (a) Soit k € N.
e Pseudo-croissance : AM; € N, Vm > My, upy, > ug.
e Pseudo-décroissance : AMy € N, Vm > Mo, Uy, < ug.
En posant N = max(M;, Ms), pour tout m > N, on a u < Uy, < Uy = Uy = Uk.
(b) Pour k = 0, d’aprés 6a, il existe Ny € N tel que Ym > Ny, u,, = ug.
Pour un entier n € N quelconque, d’aprés 6a, il existe N,, € N tel que Vm > N,, Uy, = uy,.
En choisissant m = max(Ng, Ny,), on a u, = uy, = up.
La suite (uy)nen est donc **constante**.

Du Rab

1. Soit =30, 2]5.:1 i ;-
La somme de chaque ligne est négative ou nulle (Z] a;j <0), donc S <0.
La somme de chaque colonne est positive ou nulle (>, a; ; > 0), donc S > 0.
On a donc S = 0, ce qui impose que la somme de chaque ligne et de chaque colonne est nulle.
Pour chaque ligne/colonne, la somme des termes € {—1,0, 1} étant nulle, le nombre de termes non
nuls (1 et —1) est nécessairement pair (0, 2 ou 4).
Par conséquent, le nombre de 0 sur chaque ligne est impair (5, 3 ou 1). Pour minimiser le total de
0, le choix optimal est d’avoir au moins un 0 par ligne. On peut construire une grille valide avec



exactement un 0 par ligne (sur la diagonale principale) et des 1 et —1 bien équilibrés.
Le plus petit nombre de 0 possible est donc 5.

2. Soit f:RY — R vérifiant f(zf(y)) = yf(x) et limy— 400 f(x) = 0.
e Pour x =1, f(f(y)) = yf(1). Posons ¢ = f(1) > 0, d’ou f(f(y)) = cy.
e Evaluons f(cx) = f(f(f(x))) = cf(z). Par récurrence, f(cfz) = c¥f(x) pour tout k € Z.

e Sic # 1, en faisant tendre k — 400 (ou —00), I'hypothése lim o, f = 0 méne a une contradiction.
Doncc=1 = f(1) =1 et f est une **involution™ (f(f(y)) = y).

e [’équation devient f(zf(y)) = yf(z). Pour y =1, f(z) = f(z).
Comme f est une involution injective et multiplicative (f(zy) = f(z)f(y)), la seule solution
continue/décroissante tendant vers 0 en +oo est :

fx) =



