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Exercice 1 — Questions flash

1. Soient E et F' deux ensembles, f: E — F, A€ P(E) et B € P(F).
(a) f est injective : V(z1,m2) € E?,  f(x1) = f(z2) = z1 = 9.
(b) f est surjective : Vy € F, Jrx € E, y= f(x).
)yef(A):dxe A y=[f(2)
d) z€ f7Y(B):2€ ENf(z) € B.
) Traduction : VM € 2N+1, Ine€2N+1, n> M.

Démonstration : Soit M € 2N + 1. Le nombre n = M + 2 est encore un entier impair et
vérifie bien n > M. Ainsi, 'ensemble des entiers impairs n’admet pas de plus grand élément.

(b) Traduction : 3T e R%, VzeR, f(z+T)= f(z).
Démonstration : Posons T = 47 > 0. Pour tout x € R :

f(x 4 47m) = sin (a: +24F> = sin <g + 27T> = sin (g) = f(x)

La fonction f est donc périodique (de période 47).

(c) Traduction : V(z,7) €Q?, z<y = 32€Q, z<z<y.

x
Démonstration : Soient z,y € Q tels que x < y. Posons z = %

Comme Q est stable par addition et division par un entier non nul, z € Q.
Deplus, z <y = 2z <2+y<2y = x<z<y.
3. (a) Langage courant : « Il existe un réel M € [0,2[ qui majore l'intervalle [0, 2] ».

Valeur de vérité : Fausse. [0, 2] n’admet pas de maximum dans [0, 2[.
M +2

Justification : Si un tel M existait, en choisissant x = € [0,2[, on aurait x > M,

contradiction.
Négation : VM € [0,2], Jz €[0,2], z> M.
(b) Langage courant : « Il existe un réel M € [0, 2] qui minore 'intervalle [0, 2] ».
Valeur de vérité : Vraie.
Justification : Il suffit de choisir M = 0 € [0, 2[. Pour tout = € [0,2[, on a bien z > 0.
(c) Langage courant : « Tout nombre réel admet au moins une racine carrée complexe ».
Valeur de vérité : Vraie.
Justification : Soit Z € R. Si Z >0, z = VZ € R c C convient. Si Z < 0,z=iv/—-ZeC
convient car 22 = i%(—Z) = Z.
4. Raisonnons par 'absurde. Supposons qu’il existe ng € N tel que f(ng) = A.
Etudions 'appartenance de ngy & I’ensemble A :
e Sing € A, alors par définition de A, ng ¢ f(ng). Comme f(ng) = A, cela implique ng ¢ A, ce
qui est contradictoire.
e Sing ¢ A, alors par définition de A, ng € f(ng). Comme f(ng) = A, cela implique ng € A, ce
qui est également contradictoire.

Dans tous les cas, nous obtenons une contradiction. Donc : ¥Yn € N, f(n) # A.



Exercice 2 — Simplification de sommes

1. Une premiére méthode :

(a) Sommons la relation télescopique (k + 1)2 — k? = 2k + 1 pour k allant de 1 a n :

D(k+1)2? k)= (2k+1) = (n+1)? -1 =25 +n
k=1 k=1
1
Dot n? +2n =28, +n = n(n+2) =251 +n. On en déduit : S = n(n;)

(b) De méme, (k+ 1) — k3 = 3k* + 3k + 1. Sommons de 1 a n :
(n+1)2—13=35+35+n = n®+3n*+3n =35 +351+n

Dot n(n? + 3n + 3) = 353 + 351 + n.
nn+1)

Injectons S; = 5

3n(n+1)  2n®46n%+4n—3n* —3n  n(2n*+3n+1)

2 2 - 2

1)(2 1
Comme 2n? +3n + 1= (n+1)(2n + 1), on conclut : Sy = nfn + )6( n )

(c) On part de I'identité (k+1)* — k* = 4k3 + 6k + 4k + 1. En sommant de k = 1 a n, le membre
de gauche donne (n + 1)* — 1, et le membre de droite 453 + 6S3 + 451 + n. Connaissant déja
S1 et Sa, on peut en isoler et exprimer Ss.

355 = n3 4+ 3n% +2n —

2. Une deuxiéme méthode :

(a) i. Effectuons le changement d’indice j = n+1—k (quand k = 1, j = n et quand k = n,
j=1):

S1=> k=) (n+1-j)
k=1 j=1

ii. Par linéarité, S; = Z(n +1) — Zj =nn+1)—-85 = 25 =nn+1) =
j=1

j=1
nn-+1
S]_ — (2)
n n 7
DRI S 3 b3
i=1 i=1 \j=1
Cette somme porte sur le domaine d’indices D = {(4,7) € [1,n]? | 1 <j <i <n}.
n n
En intervertissant ’ordre de sommation : Sy = Z Zi
=1 \ij
n ]*1 . . -2 .
N o . . nn+1) (G-1)7 nn+1)—j°+;
ii. Calculons la somme intérieure Z 1= Sl—; 1= 5 E— = 5 .
i=j 1=
En réinjectant dans 5o :
1 & 9 a1, 1, 5
52252(71(71—1—1)—] +7) :§(n (n+1) — S+ 51) :E(n (n+1)+S; —Ss)
j=1
. 9 2 n(n +1)
iii. Multiplions par 2 : 2S5 = n*(n+ 1)+ 51 —S2 = 35Sy =n*(n+1)+ — =

n(n+1)(2n+1)

5 .
1)(2 1
On retrouve bien : Sy = nn + )6( n )




(¢) i. Par séparation des variables dans une somme double sur un produit d’ensembles :
2. = (Z@> (Zj) = S x 5y =82
(i,j)E[[l,n]]Q =1 7j=1

ii. Décomposons la somme produit S? selon la position de i par rapport a j :

St= Y ij+2 > ij=S+2 > ij

1<i=j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
. .. .. .. S% - 52 1 2
Par ailleurs, Z ij = Z ij + Z ij = S2+ 5 = E(Sl +S2).
1<i<j<n 1<i=j<n 1<i<j<n
iii. De I'égalité S? = Sy + 2 Z 1j, on tire directement :
1<i<j<n

L1
Z 1325(8%—82)

1<i<j<n

iv. Calculons maintenant E ij d’une autre maniére en sommant sur j :

1<i<j<n
n i n L. n
> (ZZ) =Y i = 03 ) = 58+ 52)
j=1 =1 7=1 7j=1
T , ) 1 1 9
En égalisant avec le résultat de la question (ii) : 5(5‘3 +53) = 5(51 +53) = S3 =57

2
On conclut que : S5 = (n(n;—l)) .
Exercice 3 — Applications entre ensembles et parties de P(F)

1. Pour E=R, A=] —00,—2] et B=Ry :
e f(X1)=({-1,0,1}n] — o0, —2], {-1,0,1} NR;) = (0,{0,1}).
e f(X2)=(NN]—o00,—2], NNR;) = (},N).
i f(X3) = (R_ﬁ] — 00, _2]7 R- mR-ﬁ-) = (] — 09, _2]7 {0})
2. Pour E=R, A=]—1,5[ et B =]2,+00] :
Considérons X = {-5} et Y = {-10}. X #Y.
F(X) = ({=5}n] = 1,5[, {=5}N[2, +o00[) = (0, 0).
f(Y) = ({-10}n] — 1,5, {—10}N]2, +o0[) = (0,0).
Puisque f(X) = f(Y) avec X #Y, f n’est pas injective.
3. Dans le cas général :
e f(E)=(ENAENB)=(A,B).
e f(AUB)=((AUB)NA, (AuB)NB) =(A,B).
e f(ANB)=((ANnB)NA, (AnB)NB)=(ANB,ANB).
4. Soit X CAetY CBtelsque XNB=0etYNA=0.
fFXUY)=(XUY)NA (XUY)NB)=(XNAUXYNA), ( XNnB)U((YNB)).
Comme X CA = XNA=XetYCB = YNB=Y,il vient :

JXUY)=(XUD,0uY)=(X,Y)



Montrons que f est injective «<— AUB =FE :
e (= ) Supposons par 'absurde que AU B # E. Il existe alors z € E'\ (AU B).
Calculons f({z}) = ({z} N A, {z} N B) = (0,0) = f(0).
Comme {z} # (), f ne serait pas injective. Par contraposée, AU B = E.
e (<= ) Supposons AU B = E. Soient X,Y € P(E) tels que f(X) = f(Y).
Alors XNA=YNAet XNB=YNB.
Don X =XNE=XNAUB)=(XNAUXNB)=(YNAUXYNB)=YN(AUB)=Y.
f est donc bien injective.
Supposons f surjective. Le couple (A, () appartient a P(A) x P(B).
Il existe donc X € P(FE) tel que f(X)=(4,0) = XNA=Aet XNB=04.
XNA=A = ACX.Comme XNB=0,onaANBCXNB=40.
A et B sont donc deux parties disjointes.
Supposons que AN B = (. Soit (X,Y) € P(A) x P(B).
Alors X CAetY C B.Comme ANB=0,XNB=0etYNA=0.
D’aprés la question 4, f(X UY) = (X,Y). Tout élément de I'ensemble d’arrivée admet un antécé-
dent.
f est donc surjective.
D’apreés les questions 5, 6 et 7, f est bijective si et seulement si f est injective et surjective :

f est bijective <= AUB=E et ANB=1(

Autrement dit, f est bijective si et seulement si (A, B) forme une partition de E (c’est-a-dire
B=FE\A).

Exercice 4 — Opérateurs et bornes sur R”

1.

2.

3.

4.

T(1,1,...,1) = (0,0,...,0) = T(0,0,...,0).
Comme (1,...,1) #(0,...,0), T n’est pas injective.
(a) Soit (ai,...,an—1) € R*7L. On cherche (z1,...,2,_1,0) € E vérifiant T(z1,...,7,_1,0) =
(a1,...,an—1). Cela équivaut au systéme :
Tp-1—0=ap—1 =  Tp—1= an—1
Tp—2 —Tp—1=0ap—2 = Tp—2=0ap—2 1+ Gn-1

n—1
Ti = Tit1 = Gy = mz':g ag
k=i

n—1
Il existe bien un unique n-uplet de E répondant & la question, avec x; = Zak pour tout
iel,n—1]. =
(b) Tout élément (aq,...,a,_1) € R*"! admet un antécédent dans £ C R" par 7.
T est donc surjective.
(a) mp(1,0,...,0) =1=m,(0,1,0,...,0). m, n’est pas injective.
(b) Pour tout y € R, my(y,y,...,y) =y. m, est surjective.
Soit 1(371, ..o, Tp) € = [0,1]". Raisonnons par 'absurde et supposons que (m,—10T)(x1,...,zy,) <

n—1
1
Alors pour tout i € [1,n — 1], x; — xi41 < " = X1 — T > —
n — n—
En sommant ces n — 1 inégalités strictes pour 7 allant de 1 an — 1 :
n—1 n—1
Zl(xi+1—mi)>zln_1 = r,—r1>1 = r,>x1+12>1
1= 1=




Ce qui contredit le fait que z,, € [0, 1].
1

n—1
. Pour tout (x1,...,2,) € Q, 1 — z2 < 21 < 1. Chaque différence est majorée par 1, donc leur
maximum aussi.

Ainsi, pour tout (z1,...,2z,) € Q, (mp—10T)(x1,...,2,) > —

1
Grace a la question précédente, on a U'inclusion : (m,—1 0 T)(2) C [— T 1} .
n —_—

. Pour z € [0,1], (,0,...,0) € Q.

T(2,0,...,0) = (z — 0,0 - 0,...,0 — 0) = (,0,...,0).

D’ou (my—1 0 T)(x,0,...,0) = max(z,0,...,0) =x.

. Quand z décrit [0, 1], 'image (my—10T)(z,0,...,0) =z décrit [0, 1].
D’ou [0,1] C (mp—10T)(£2).

1
. Soit a € [—1,0} Posons X = (0, —a, —2a,...,—(n — 1)a).
n_

1
Comme a <0, —a > 0. Comme a > 7 —(n—1)a < 1.
n—

Chaque composante de X appartient a [0, 1], donc X € .
Calculons T'(X) = (0 — (—a), —a — (—2a), ..., —=(n—2)a — (—(n — 1)a)) = (a,qa,...,a).
D’ou (my—10T)(X) = max(a,a,...,a) = a.

1
Tout réel a € [—1,0] admet donc un antécédent dans (2.

1 1
. Des questions 7 et 8, on déduit que [—1,0] ulo,1] = [—1, 1] C (mp—10T)(Q).
n— n—

Combiné avec l'inclusion réciproque de la question 5, on conclut :

n—1’

(a1 0 T)(E) = |21



