Série MPSI - vrai DS n°0003

Mathématiques — Sept. 2022, Quelquepart
Logique, Applications sur P(E) & Sommes d’Entiers (4h)

Profil : [Classique CPGE] Technicité calculatoire : xx o Abstraction & Raisonnement : x x

Exercice 1 — Questions flash

1. Soit f: E — F une application entre deux ensembles E et F, A € P(E) et B € P(F). Traduire a
I’aide de quantificateurs et de connecteurs logiques les notions suivantes :
(a) f est injective;
(b) f est surjective;
(©) ye f(A);
(d) z € f~YB).
2. Traduire les assertions suivantes dans le langage mathématique & ’aide de quantificateurs puis les
démontrer :
(a) L’ensemble des entiers impairs n’a pas de maximum ;
(b) La fonction f:R — R définie par f(z) = sin (g) est périodique;
(c) Entre deux rationnels distincts, il existe au moins un troisiéme rationnel.
3. Traduire les assertions suivantes en langage courant, dire si elles sont vraies ou fausses (en le
justifiant). Dans le cas d’une assertion fausse, écrire sa négation.
(a) AM €[0,2[, Vx€]0,2], <M
(b) AIM € 10,2, Vxe€[0,2], =z>M
(c) VZER, 3zeC, 22=2Z
4. Soit f: N — P(N) une application et A={peN|p¢ f(p)}.
A Taide d’un raisonnement par ’absurde, montrer que pour tout n € N, f(n) # A.

Exercice 2 — Simplification de sommes

n
On pose pour tout p € Net n € N*, §, = Zk‘p.
k=1
Le but de cet exercice est de retrouver les expressions simplifiées de S1, So et S3 par diverses méthodes.

On suppose donc que 'on ne connait pas ces trois formules.

1. Une premiére méthode :
(a) En remarquant que (k + 1)? — k? = 2k + 1, montrer que n(n + 2) = 25; + n et en déduire
I’expression de S7.
(b) En partant de (k + 1)3 — k3, montrer que n(n? + 3n + 3) = 352 + 351 + n et en déduire
I’expression de So.
(c) Donner une méthode sur le méme modéle permettant le calcul de S3 (on ne demande pas
d’effectuer explicitement le calcul).
2. Une deuxiéme méthode :

(a) i A l'aide d’un changement d’indice trés simple, montrer que :

k=1 J

(n+1-—7)
1

n



ii. En déduire que S1 =n(n+ 1) — S; et retrouver ainsi 'expression de Sj.

(b) i. Démontrer que :

n 7 n n

sy () -3 (%
i=1 \j=1 j=1 \i=j
1

ii. En déduire que Sy = 3 (ng(n +1)+ 5 — Sg).

iii. Retrouver ainsi 'expression de Ss.
(¢) i. Montrer que :

2, =5t
(i.1)€[1n]?

ii. Montrer que :

o1
Z iy = 5(53+52)

iii. Montrer que :
1
> = 5 (53— 52)
1<i<j<n

iv. Déduire des trois questions précédentes I'expression de S3.

Exercice 3 — Applications entre ensembles et parties de P(F)

Soit E un ensemble non vide. On note P(E) 'ensemble des parties de E. Soient A et B deux parties non
vides de E. On note P(A) 'ensemble des parties de A et P(B) I'ensemble des parties de B.
Soit f I'application définie par :

f: P(E) — P(A) xP(B)
X — (XNA, XNB)

1. Dans cette question, on prend F =R, A =] — 0o, —2] et B =R,.
Calculer les images par f de X; = {—1,0,1}, de Xo = Net de X3 =R_.
2. Dans cette question, on prend £ = R, A =] —1,5[ et B =]2,4+00[. Montrer que f n’est pas injective.

On se replace désormais dans le cas général.

Calculer f(E), f(AUB) et f(ANB).

Soit X une partie de A et Y une partie de B telles que XN B = et YNA = (). Calculer f(XUY).
Montrer que f est injective si, et seulement si, AUB = F.

Montrer que si f est surjective, alors A et B sont deux parties disjointes.

Montrer que si A et B sont deux parties disjointes, alors f est surjective.

N> T W

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que f soit bijective.

Exercice 4 — Opérateurs et bornes sur R"

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On considére la fonction :

T: R™ — R—1
(X1y...yxn) =  (¥1— X2, Ta — T3, ..., Tp_1 — Tp)

1. Montrer que la fonction 7" n’est pas injective.



2. On note E C R™ I'ensemble défini par E = {(z1,...,2,-1,0) | (z1,...,2n-1) € R* 1}

(a) Montrer que pour tout (ag,...,a,_1) € R*7! il existe (z1,...,2,_1,0) € E tel que :
T(l’l, vy p—1, 0) = (al, e ,an,l)

(b) La fonction T est-elle surjective ?

On note désormais, pour tout entier p > 2, la fonction :

my RP — R
(1,...,2p) — max(z1,...,Tp)

3. (a) La fonction m,, est-elle injective ?
(b) La fonction m,, est-elle surjective ?

On pose enfin Q@ = [0,1]" = {(z1,...,2,) € R™ | Vi € [1,n], z; € [0,1]}.

On souhaite montrer que (my,_1 0T)(2) = - i T
Notons que pour (z1,...,2,) € R :
(mp—10T)(x1,...,2,) = max(x] — Tg, Tog — T3, ..., Tn_1 — Tp)
4. Montrer que si (x1,...,2,) € Q, alors (my—1 0 T)(x1,...,25) > - i T
Indication : on pourra effectuer un raisonnement par ’absurde.
5. En déduire que (my_107T)(2) C [_nil’ 1} .
6. Soit = € [0, 1], calculer (my_1 o T)(z,0,...,0).
7. Montrer que [0, 1] C (mp—1 0 T)(£2).
8. Montrer que si a € [_n—l’ O} , alors @ admet un antécédent par m,_1 oT" dans Q.
Indication : on pourra examiner la famille (0, —a, —2a,...,—(n — 1)a).

9. Conclure.



