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Exercice 1 — Equation de degré 3 dans C

Soit I'équation (E) : 2% — (3 + 2i)2% + 6(3i — 1)z + 18(1 — 2i) = 0.

1. Recherche de la solution réelle :
Soit zp € R une solution réelle de (E). En injectant xg dans 1’équation :

zp — (3+2i)z2 4+ 6(3i — xg+18(1—2i) =0
En séparant partie réelle et partie imaginaire :
(25 — 323 — 620 + 18) + i(—223 + 1879 — 36) = 0
Ce qui équivaut au systéme réel :

x3 — 322 — 620+ 18 =0 PN 23(z9 —3) —6(xg—3) =0 PN (22 —6)(z0—3) =0
—2x3 4+ 1879 — 36 = 0 —2(xg — 3)(zg—6) =0 —2(xg —3)(zo —6) =0

La seule valeur réelle annulant simultanément les deux équations est xzg = 3.

2. Factorisation et résolution :
On peut donc factoriser le polynéme par (z — 3) :

23— (34 2i)2% +6(3i — 1)z + 18(1 — 2i) = (2 — 3)(2% — 2iz — 6 + 127)

Résolvons 1'équation du second degré dans C : 22 — 2iz — 6 + 12i = 0.
Son discriminant réduit vaut :

A= (=) —1x(—6+12)=—-1+6—-12i =5—12i

Cherchons une racine carrée complexe 6 = a + b (a,b € R) de A’ :

a?—-1v=5
02 =5-12 «— { a4+ =|A|= /524 (—12)2 =13
2ab=-12<0

En additionnant et soustrayant les deux premiéres lignes, on obtient 2a> = 18 = a = +3 et
20> =8 = b= F2 (car ab < 0). On choisit § = 3 — 2i.
Les deux autres solutions complexes sont donc :

n=i+(3-2)=3—i et zm=i—(3—-2i)=-3+3i

Conclusion : L’ensemble des solutions de 1’équation est S = {3, 3 — i, —3 + 3i}.



Exercice 2 — Etude d’une fonction sur le cercle unité U

Soit z € U (donc |z| = 1). On pose x = |z — 1].
1. Par I'inégalité triangulaire :
lz—1|<|z|+|-1=1+1=2 et |Z2—z+1<|zP+|-2+1=1+1+1=3
On en déduit un encadrement grossier :
3x0-3<3lz—1]—|2—241<3x2-0 = -3<3|z—1|-|z22-2+1/<6

Conclusion : Cet encadrement est bien plus large que [—1, 13/4]. L’inégalité triangulaire brute ne
permet pas de conclure.

1
2. Comme z € U, z = —. Exprimons le carré du module :
z

1 1
22— 2+ 1P =2+ 1)F -2+ 1) = (2 —2+1) (2—+1>
22z

g2 Yo, 11
=1—z+4+z +1—z+ 3 +1
z z z

:3—2<z—1—1> + <22—|—12>
z z
= 3 — 4Re(z) + 2Re(z?)

3. On sait que Re(z?) = 2Re(2)? — 1.
Exprimons Re(z) en fonction de x = |z — 1] :
2
=21 =C-1D)E~-1) =2 - (24+2%)+1=2—2Re(z) = Re(z) :1—%

On en déduit alors :

2 22\ 2 @ 2, X'
R =2(1-—) —1=2(1- — | -1=1-2 —
e(z?) ( 2) ( x4 4> X"+
4. Injectons les résultats précédents dans I'expression de |22 — z + 1] :
2’ z
\22—z+1|2:3—4(1—2> +2<1—2x2+2> =zt 222 +1=(2®-1)?

En prenant la racine carrée : |22 — z + 1| = /(22 — 1)2 = |22 — 1|.
On obtient bien : 3|z — 1| — [22 — 2 + 1| = 3z — |22 — 1].
5. Etudions la fonction f: x — 3z — |22 — 1| sur R, :

e Sur [0,1], 22 —1<0,dou f(x) =3x+2%—-1=22+3z - 1.
f(x) =2x+3>0sur [0,1]. f est strictement croissante de f(0) = —1a f(1) = 3.

e Sur [1,2], 22 —1>0,dou f(x) =3z — (22 — 1) = —2? + 3z + 1.
f'(x) = =2z + 3. f/ sannule en x = 3/2. f est strictement croissante sur [1,3/2] avec f(3/2) =
13/4, puis strictement décroissante sur [3/2,2] avec f(2) = 3.

 avec 0 € [, 7).

=0l

Lorsque 6 varie dans [—m, 7], B varie dans [—7%, %], donc x décrit exactement [0, 2].

6. Tout nombre complexe z € U s’écrit z = e

. -0 -0 -0
Alors x = ]67’9 — 1] = |e*2 (e’f — e‘%)‘ =2

7. D’apres l'étude des variations de f sur [0, 2], le minimum de f vaut f(0) = —1 et son maximum
vaut f(3/2) = 13/4.
13

On en déduit l'inégalité (x) : V2 € U, —1<3[z—1|—-[22—2z+1| < T



8. (a) I'y est le cercle centré en l'origine de rayon 1. I'y est le cercle de centre 1 et de rayon 3/2.
Soit z € 1 NT9. Alors |z| =1et 2 = |z — 1] = 3/2.
32 _, 9_ 1
2 0 8 8'\[
V63 3VT
Comme |z| =1, Im(z) = /1 — (—-1/8)? = :t? = :i:T.
1 .3VT7
Les deux points d’intersection sont z = —3 + z{
(b) La borne —1 est atteinte pour x =0 <= z = 1.

D’aprés la question 3, Re(z) =1 —

13 3 1 3VT
La borne T est atteinte pour z = 3 — z = -8 + i{.
Probléme — Sommes trigonométriques et identités sur U
Préliminaire

1. (a) el =1 I2Z € 217 <= 1€ nZ (I est un multiple de n).

n—1
(b) Posons S = Z:eil%%r = Z (eim?ﬂ)k.

n—1
e Sil € nZ, la raison vaut 1, donc S = Z 1=n.
k=0

e Sil ¢ nZ, la raison est différente de 1, donc par la formule des sommes géométriques :

j2x\ T
1—<en) 1 _ ei2lm )
S = - 2l = - 2l = 0 (Ca’r 612[71— = ]‘)
1—e'"n 1—e'"n
n—1 - n—1 ok
(c) Par partie réelle, Z cos (2[) = Re (Z el 1> )
k=1 " k=0
e Sil € nZ,la somme vaut n — 1.
e Sil ¢ nZ, la somme vaut 0 — 1 = —1.
Partie 1 — Premiére démonstration (par intégration et récurrence)

2. fq est définie sur R\ 7Z.
sin?(d(z + 7))  (—sin(dz))? fa(@)
sin?(z +n7)  (—sinz)?2 .

Pour tout « € R\ 7Z, fq(z +7) =

fa est donc w-périodique.
3. Soit = €]0, w[. Par les formules d’addition :

sin((d + 1)x)
sin((d — 1)z)

sin(dx) cos(x) + cos(dx) sin(x)

sin(dz) cos(z) — cos(dx) sin(x)
En élevant au carré et en ajoutant les deux expressions :
sin?((d + 1)x) + sin*((d — 1)x) = 2sin?(dz) cos®(x) + 2 cos?(dz) sin?(z)
En utilisant cos?(z) = 1 — sin?(z) et cos?(dx) — sin?(dz) = cos(2dx) :
= 2sin?(dz)(1 — sin® ) + 2 cos?(dzx) sin? z = 2sin®(dz) + 2sin® z cos(2dz)

En divisant par sin? z # 0, on obtient 1’égalité demandée.



. Démontrons par récurrence double sur d € N* 'existence de ces réels b; :

;2
e Pourd=1: " =1=1-cos(0x) = by=1.
sin” x
;2 (2 2
2 4
e Pour d=2: 0 (Qm) — 2o Q;COS i =4dcos’z =2+ 2cos(2x) = by =2,b; = 2.

sinz sin” x
e Hérédité : Supposons la propriété vraie pour d — 1 et d.
.2 .2 .2
d+1 d d—1
Gréce a la question 3, sin”((d + D)) = 2s1n (dz) _ (« )z) + 2 cos(2dx).

sin? sin? sin? z

Par combinaison linéaire de combinaisons linéaires de cosinus d’angles multiples, la propriété est

transmise au rang d + 1.

sin x
=1.

(a) Par équivalent usuel en 0, sinx ~ x, d’ou lim

x—0 z—0 X
in(d in(d
Aingi S004T) _sinldr) w1
sinx dx sinx z—0

(b) En passant  la limite quand 2 — 0 dans (), le membre de gauche tend vers d? et le membre

d—1 d—1
de droite vers Z by cos(0) = Z b;.
=0 =0

d—1
Dot : Zbl = d2.
=0

- 2 d
(a) La fonction z — sin”(dz) i’

sin”® x
valeur d2.

L’intégrale I; est donc parfaitement définie.
(b) En intégrant la relation de la question 3 sur [0, g] :

Sm@dx)]m =21, +0=2I4

w/2
Ijgi+ 151 =21+ 2/ cos(2dx)dx =215+ 2 [ ¥
0

0

w/2
(¢) (Ig)den est une suite arithmétique de premier terme Iy = 0 et I} = / ldz = g
0

Sa raison vaut Iy — Ip = 5. On conclut : Vd € N, Iy = d7.
(a) Intégrons la relation (+*) terme a terme sur [0, %] :

d—1 /2 w/2 d-1 in(21 /2
I; = Z bl/ cos(2lz)dx = bo/ 1dx + Z b [sm(m:v)} = bog
=0 70 0 =1 0

(b) Puisque I = d§ = b3, il vient directement : by = d.
. En remplagant chaque terme de S; par son expression () :

n—1d—1 . d-1 n-—1 o
Sy = ;;bl cos <2ln> = ;bl kZ:lcos <2ln)

Pour [ = 0, la somme interne vaut n — 1.

5 est continue sur ]O, 5] et se prolonge par continuité en 0 par la

Pour 1 <1 <d-1<n—1,1 nest pas multiple de n, la somme interne vaut —1 (d’aprés le

préliminaire).
d—1
Dott : Sq=(n—1)bg— Y _by.
=1

. Sg=(Mn-1)d— (d*—by) =nd—d—d*+d=nd—d*
Conclusion : S; = d(n — d).



Partie 2 — Deuxiéme démonstration (par sommes géométriques et produit double)

10. Par la formule de la somme des termes d’une suite géométrique :

e

ieisz _1- ei2de _ elde(e—idr _ gidr) _i(d-1)e —2 sin(dx) _ ild—1)x  Sin(dx)
1 — et el (e~ — eir) —2isin(x) sin(x)

11. En prenant le conjugué complexe de 1’égalité précédente :

IS
—

—i2qx

= e_i(d_l)xism(dx) (avec 0 = —(d — 1)x)

¢ sin(x)

Ji
o

12. Effectuons le produit des deux sommes :

§ei2px S le i2qz | _ ( (d—l)wssiil(éx))) (e_i(d—l)zm> = <S:1£(dx};)>2

p=0 q=0
Sm 2 d—1d-1
Par développement du produit double, on obtient bien : < > Z Z 2(p—a)z,
sin(z o

13. Séparons la somme double selon la diagonale p = ¢, la partie p > ¢ et la partie p < q :

() Fur_5, e T

0<g<p<d—-1 0<p<g<d-1

En regroupant les termes conjugués deux a deux (e2(P~9% 4 ¢=2(0=9)* = 2 cos(2(p — q)z)) :

(SiTl(dx))z —d+2 > cos(2(p— q)x)

sin(x) 0<qoped 1

km
14. En évaluant la relation précédente en © = — puis en sommant pour k allant de 1 an —1:
n

nl(“g) Zd+2 3 Zcos( k”)

k=1 sin ( 0<q<p<d—1 k=1

On obtient exactement 1’égalité souhaitée.
15. Posons m=p—q. Comme 0 <g<p<d—-1<n—-2,onal<m<n-—2.

n—1
k
L’entier m n’étant pas un multiple de n, la question préliminaire assure que Z cos (2m7r> =—1.
n
k=1
d d(d—1
Le nombre de couples (g,p) tels que 0 < g <p<d—1est (2> = (2)
Ainsi :
o (sin (d%7) i d(d—1) 2 2
Z j; =n—1d+2x ——2 x(-1)=nd—d—d*+d=nd —d
— \ sin 7 2
n—1 2 dlﬂ
Conclusion : On retrouve bien la formule Z Sl.n 2( e ) =d(n—d)
i sin (?’T)



