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Exercice 1 — Questions indépendantes

1. (a) La contraposée de Aest:a>b = Je>0,a>b+e.

a—b a+b
Démontrons la contraposée : supposons a > b. En posant ¢ = 5 > 0,onab+e =

L’existence de cet € prouve la contraposée.
Une assertion étant équivalente a sa contraposée, A est vraie.
(b) La réciproque de Aest:a<b = (Ve >0,a<b+¢).
Sia <b, alors pour tout € >0, a < b<b+e.
La réciproque de A est donc vraie.
2. Par télescopage sur 'indice j :

) j(j+1 ; Z<_m>:ii2<l_ii1>:iif1

1<j<i<n

3. Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes du systéme :

r+yt+z=2 rt+y+z=2
—x+2y+z=a = (3y+2z2=a+2 (La< Lo+ L)
20+ by +4z2 =7 3y+22=3 (Ls < L3 —2L4)

Le systéme est compatible si et seulement si a +2 =3 < a=1.

e Sia#£1,S§=0.

3—-3 1
e Sia=1,lesystéme se réduit a 3y + 22 =3 — z:Ty.Puisx:2—y—z:¥.

1 _
L’ensemble des solutions est S = {( +y Y 5 3y> ' Yy e R}.

2 772
4. Pour tout n € N, I'expression conjuguée donne :

2 2 1 1
2vVn+1—2y/n = > = = 2n+
Vi vVn+l+yvn  Vn+l+vn+1 Vn+1 vn vn+1

1
On en déduit que — < 2vk — 2v/k — 1 pour tout k > 1. Par sommation télescopique :

Vk

n 1 n
;@Sg( ~2vk—1) =2va
r+1 2 r+1

5. Pour z > 1, 71—1+71>1 donc In — 1 > (. f est bien définie.
p— u— x_

f est strictement décroissante comme composée de fonctions strictement décroissantes et croissantes.

lim f(z) =+occet lim f(z)=0

z—1+ T——+00

f réalise donc une bijection de |1, +oo[ sur |0, +o0].
Soient z €]1, 400 et y €]0, +o0] :

1 1 1 U | 2
= (25]) = row (1) = o =T o= S —com (Y
x P

r—1 r—1 e

< a.

<2vn+1



6. Soit f € D(R,R). Cherchons e(x) = acoshz + bsinhx € F et g € F tels que f =e+g.
Comme ¢(0) =0, f(0) = e(0) = a. Comme ¢'(0) =0, f'(0) =€'(0) = 0.
Ainsi, I'unique couple candidat est e(z) = f(0) coshx + f/(0) sinhx et g(z) = f(x) — e(x).
On vérifie aisément que e € E et g(0) = f(0) — f(0) =0, ¢'(0) = f/(0) — f'(0) = 0 donc g € F.
Toute fonction de D(R,R) s’écrit de fagon unique sous la forme e+g avece € F et g € F.
—1 —1
7. (a) Formule de Pascal : Vn € N*  k € [1,n], <Z) = <n i > + Z_ 1>.
. . n—1 n—1 n—1)! n—1)! n—1
Démonstration : ( i >+<k _ 1> = lc!((n—llk)!+(k—(1)!(n)—k)! = R l)c) [(n— k) + k] = (k

(b) Par récurrence sur n > k : la formule est vraie pour n = k ((Z) =1= (ZE))

Si Zn: (g) <k+ 1) alors ni( ) ( 1) + ("Zl> (”H) par Pascal.

—r k+1

Exercice 2 — Equation trigonométrique et calculs d’angles

1. Par linéarisation : 2 cos (p—;”’) cos (I51) = 2x3 [cos ( Jqu + 252) + cos (p+q E24)] = cosp + cosq.
2. —sin(2z) = cos (2z + ). En posant ¢ = 2z —|— , (E) <= cos(3x) +cos (2x + %) = 0.
3.0 cos(2x4+2)=0 < 22+ 72
ecos(3-7)=0 < £-2=7[r] < x=3 [27]
4. (E) <= 2cos (% +Z)cos(2—2) =0.
L’ensemble des solutions sur R est S = {1”0 2k” ‘ k e Z} U { Z +kn ’ k e Z}.

= N T T
Les solutions appartenant a ]—5, 5[ sont —1—0 et 10
5. cos(3z) = cos(2z + x) = cos(2x)cosz — sin(2x)sinz = (2cos’x — 1)cosx — 2sin®zcosz =
4 cos® x — 3 cosX.

6. (E) <= 4cos®z —3cosz — 2sinzcosz = 0 <= cosz(4(l —sin?z) — 3 — 2sinz) = 0 <=
cosx(4sin?x + 2sinx — 1) = 0.

7. x = 75 est solution de (E) et cos (%) # 0. Ainsi 4sin? (7) + 2sin () — 1 =0.
En posant X = sm(lo) > 0, le discriminant de 4X? +2X — 1 = 0 vaut A = 20, doit X =

—2+\ﬁ:\f—1.

Exercice 3 — Etude d’une fonction comportant un logarithme

| 2
n;i/_; f(2)=0 &= z=¢2

e f est strictement décroissante sur |0, e~?] de lim+ f(z)=In2a f(e?) =In2-2¢"! =~ —0,03 < 0.
z—0

1. f est dérivable sur R avec f'(z) =

e f est strictement croissante sur [e=2, +oo[ de f(e™?) & lirf f(z) = +o0.
T—r+00

2. (a) f est continue et strictement croissante sur [e~2, 4+-oc[. Elle réalise donc une bijection de cet
intervalle sur [In2 — 2e~!, +o0.
(b) zV® = 1 = Valhr=-In2 < f(z)=0.
Sur ]0,e72], f s’annule exactement une fois car f(e™2) <0 < In2.
Sur [e72, +o0|, f s’annule exactement une fois par le T.V.L.
L’équation possede donc exactement 2 solutions dans R .



3. (a) f(#) :%IH(H—IQ)+ln2:fm%+ln2:O <= In(n?) =In(2") <= n? = 2"

(b) Si n? = 2", alors n est une puissance de 2, donc n = 2p (p € N*). (2p)? = 2% «— 4p? =
4P = p2:22p—2: (2}2—1)2 - 2p—1 =p.

(c) 2P~1 = p est vérifite pour p=1(n=2) et p=2 (n = 4).
1 1
On en déduit les deux solutions de V¥ =1/2 : x = 1 et v = 6
1
4. (a) Puisque 1/4 € [e72,+oo[ et f(1/4) =0, 0on a f~1(0) = T
In(1/4) +2
b) f'(1/4) = —————=2—-2In2 #0.
v) S =2 #
1 1

f~ 1 est donc dérivable en 0 et (f~1)'(0)

T (/4 " 2(1—Im2)

Exercice 4 — Propriétés algébriques des nombres de Catalan

1. aozl,alzl, a2:2, a3:5.
So = a% =1, 51 =2apa1 =2, Sy =2apas+ a% = 5.
On remarque que Sy = ai, S; = as et Sy = as.

2. Par le changement d’indice j =n — k :

n

T, = Z(n —J)an—ja; =nS, =T, = 2T, =nS,

=0
2n +2 (2n+2)(2n+1) [ 21 22n41) (21
n+1 n+1
4. Thyr + Sng1 = Z(/f + 1)arani1—k = Gny1 + Z(k + 1)agans1—k-
k=0 k=1

En utilisant (k + 1)ax = 2(2k — 1)ai—1 et la question 2 :

n
Tn+1 + Sn+1 = Qp+1 + 22(2] + 1)ajan_j = Qp+1 + 4Tn + QSn = an+1 + 2(11 + 1)Sn
7=0

Puisque T),+1 = ”T‘HSnH, on a bien Ty,41 + Spa1 = HTHSn+1.

5. Démontrons S, = a1 par récurrence sur n € N :
e Initialisation : Sy = 1 = ay, vrai pour n = 0.
e Hérédité : Supposons S, = an+1. D’aprés la question 4 : "T‘H&Snﬂ = apt1 +2(n+ Daps1 =
(2n + 3)an11. Ainsi S,y = 2(%:;3)
On conclut que Vn € N, S, = apy1.

Gn+1 = apyo d’aprés la relation du 3.

n
6. ap=1€N. Siag,...,ay, € N, alors ap11 =5, = Zakan_k € N.
k=0

Par récurrence forte, Vn € N, a,, € N.



