Série PCSI / PTSI - CORRIGE : vrai DS n°0010

Mathématiques — Septembre 2026. Corrigé par Maths-Ingé

Trigonométrie, Analyse, Etude de u,, = %(2:) & Suites Implicites (3h)

Si vous remarquez une erreur ou une coquille dans ce corrigé, merci de la signaler a :
maths.inge.contact@gmail.com

Exercice 1 — Questions indépendantes

1 )Dtan_R\{ +k:7r’keZ}

ii) tan est impaire (tan(—z) = —tan(x)) et strict. croiss. sur chaque intervalle ] —g + km, g +kr [
1

i) tan’ — 1+ tan? _

) tan (1) = L+ tanl () =

iv) tan(0) = 0 et tan (%) =1 (ou tan (%) = ?7 tan (g) =3).

v lim tan(z) = +oo.

)
)x—>(7r/2)

2. (a) AIM e Ry, Vz e R, |[f(z)| < M.
(b) Vz,y e R, z<y = f(x)> f(y).
(c) Ve €R,  f(z) < f(a).

(d) Ye >0, 3In >0, Vx € R, ]x—a]<77:>|f(ac)—f(a)\<€(ou;i_r>réf(x):f(a)).

2 : h2 € € et —e™* e2r —2x 2z _oz
| = 2 +e —92
3' COSh ("'U) Si (.’1:) <> _ ( > + e + e

4. En utilisant 2 cosa cosb = cos(a + b) + cos(a — b) :

= cosh(2x).

1 [sin(3t)

w/3 /3 w/3
/0 cos(t) cos(2t) dt = ;/0 (cos(3t)+-cos(t)) dt = 3 3 + sin(t)] = % ( \/§> _ V3

%)%

0
5. sin*f +4cos?0 = (1 — cos? )% +4cos? =1+ 2cos? 0 + cos* § = (1 + cos? ).
Comme 1 + cos?6 > 0, on a bien \/sin4 0+ 4cos?26 =1+ cos?é.
Le discriminant de 1’équation vaut A = sin®§ + 4 cos? § = (1 + cos? 9)2.
sin? 4 (1 + cos®6) sin? 6 — (1 + cos®0)
2

= —cos24.

Les racines sont x1 = =1let xg =

L’ensemble des solutions est S = {1, — cos? 0}.

6. Pour z > 1, f(z) = exp (1;;1;) — exp (;Ifn”;) = exp(1/2) = Ve.
Ainsi mll)moo f(z) = Ve.
7. (a) Z(k2 k)= n(n + 1)6(2n+ 1 n(n2—|— 1) _ (n— 1);1(n+ 1).
k=1
n B k33k+2n_ ‘an _277 k:__%'zn B _27711
W e (D) R (D)

(c) Par télescopage : Z (11 - kL) - (1 + ;) = <71L + ni 1> _(n ;nl()rfin;) 2),



Exercice 2 — Forme r cos(2x - ap)

1. cos(2x) — sin(2z) = v/2 (? cos(2z) — ? sin(2m)> =V2cos (2x — I).

Onadoncr:ﬂethg

2. \/§COS(2x—§):§ = COS(QZ'—%):@.

T T 7r
20— — = — |2 20=—[2 = —

z =7 6[7r]<:>1‘ 12[7‘(‘]<:>13 24[7r]
s T T T
2%~ =—_[2 2% = — [2 =

T = 6[7r]<:>3: 12[7T]<:>33‘ 24[7r}

S={Z+kr|keZ}U{Z +kn|keZ}
T br 257 297‘(’}

3. Dans [0, 27], les solutions sont Sy 95 = {24, 91 24 o1

Exercice 3 — Vrai / Faux

1. FAUX. Contre-exemple : u, = n est croissante mais tend vers +oc.

2. VRAL Pour tout = > 0, y = /x € R, vérifie y? = x.

3. FAUX. Si un tel y existait, 42 devrait valoir simultanément 0 (pour x = 0) et 1 (pour x = 1), ce
qui est impossible.

4. FAUX. Pour z,y > 0, % + % = xTZy L’égalité imposerait (z + y)? = 2y <= 22 +zy +y% =0,
impossible pour des réels strictement positifs.

5. VRAIL A = b? — 4ac. Comme b?> > 0 et ac <0 = —4ac >0, on a A > 0 : le trinéme a toujours
deux racines réelles distinctes.

6. VRAL Sib=0,ar’+c=0 <= 22 = —c/a. Si —c¢/a > 0, les racines sont ++/—c/a, qui sont
bien opposées.

7. FAUX. Un trindéme garde un signe strictement positif sur R si et seulement si a > 0 et A < 0.

Exercice 4 — Etude de fonction avec puissance rationnelle
1. f(z) = (1+3;>1/4 est définie si et seulement si 1 +2 >0 <= = > —1. Dy =] — 1, +o0][.
2. e lim (1+2)Y*=0" don lim f(z)=—oc.
z——17F z——17+
- r L F _ 3
y f(x) o (1 + 33)1/4 z—+oo gl/4 v z—>—+>oo oo

3. f est dérivable sur | — 1, +o00] et :

() = (1+z)Y 2. (14 2)73/1 B (1+2) -tz . 4+3x
= (1+ )2 T (L a)p/h T 41+ x4

Pour £ > —1,4+3z > 1> 0et (14 z)%* > 0. Ainsi f/(z) > 0.
[ est strictement croissante de —oco & 400 sur | — 1, 400].



Exercice 5 — Etude de la fonction f(x) = In(exp(x)-exp(-x))

1.
2.
3.
4.

f(x) est définie ssi e® —e™* >0 < €** >1 <= x> 0. Dy =]0,+o0].
e’ —|—e*x

f'(x) = ———— = coth(z) > 0 sur |0, +o0[. f est strictement croissante.

er — e~
lim (e” —e™*) =07 = lim f(x)=-ooet lim (e —e ") =400 = lim f(x)=+oo.
r—0+ x—0t r——+00 X—+400

f(z) — 2 =In(e®(1 — e ) —z = In(1 — e~ 7).
lim (f(z) —«)=In(1) = 0. La droite d’équation y = = est asymptote oblique a Cy en +oo.

r—r+00

f est continue et strictement croissante sur |0, 00|, réalisant une bijection de |0, +oo[ sur R. Par
le TVI, il existe un unique a €0, +oo| tel que f(a) =

fla)=0 < e —e %=1 <= 2 —e?—1=0.

Enposant X =¢e? >0, X2 - X -1=0 = X = 1+—2‘/5 (nombre d’or ¢).

Dot a =1n (H‘T‘/g)

a —a 1
fla)=© te X+ /X:1+2\/5+\/5271:\/5_

et —ea 1

8. Equation de la tangente T, : y = f'(a)(z —a) + f(a) <= y=+5 (X —1In (712\/3)),

9. Cy posséde une asymptote verticale en z = 0, une asymptote oblique y = = en +oo, et coupe 'axe

des abscisses en a ~ 0,481 avec une pente égal & v/5 ~ 2,24.

Exercice 6 — Etude d’une suite combinatoire (u,)

1.

2.
3.

. Upt1 2n + 2 22n+1) (2n
Exprimer le rapport avec =" :
Up, n+1 n—+1 n

Unt1 Vn+1 <2n + 2) 4n 2n +1

U, T oyntl

n+1 \/ﬁ(%f) - 2¢/n(n+1)

En élevant au carré :

2 2
Up41 dn“+4dn +1 1 Up41 1
< Un, ) dn(n+1) dn(n+1) up - dn(n + 1) (e=1)
c=1>0 = 1+ 4n( s D) > ] = ot > 1. Comme u,, > 0, (uy) est strictement croissante.
Un,

(a) u, > 0 pour tout n > 1, donc v, = In(upy1) — In(uy,) est bien définie.
(b) Par concavité de la fonction logarithme, la courbe est sous sa tangente en 0 : Vz > 0, In(1+z) <

x.
n

n
1 1 1 1
(¢) Par somme télescopique : E —_ = g ( - ) 1- < 1.
k(k+1) = \k k+1 n+1

(d) v = %ln (1 + 4k(k+1)> < % 4k(k+1) - 8k(li+1)'

1
D’on < — _ < .
REWEE

(a) La suite S, = Z vy, est strictement croissante (termes vy > 0) et majorée par 1/8. D’aprés le
k=1
théoréeme de la limite monotone, **(.S,,) converge vers une limite L < 1/8%*.
(b) Sp =In(upy1) —In(ur) = In(ups1) +In2 = In(ups1) =S, —In2 = L—1n2.
n—-+0o0
L

e
Par continuité de la fonction exponentielle, **(u,,) converge vers ¢ = e > 0%,




Exercice 7 — Etude de suites implicites

1. fl(x) =n(z" 1 —1). f, est strictement décroissante sur [0, 1] et strictement croissante sur [1, 4+o0[.
fn(0)=1>0, fo(1) =2 —n <0 (car n > 3) et xEI-Poo fn(z) = +00.
Par le TVI sur [0,1] et [1,4+00], f, s’annule en deux points uniques «a, et 5, vérifiant 0 < oy, <
1 < By,
2. Etude de (o) :
(@) for1(z) — folz) = 2" — 2" — 2 =2"(x — 1) — x < 0 pour tout x € [0, 1].
(b) fra+1(an) < fulan) = 0 = fuyi(ant1). Puisque fh41 est décroissante sur [0, 1], **(a,) est
décroissante™*.
(c) (ay) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers ¢ € [0, 1].
ar —no, +1=0 = na, =1+ a). Comme o, < a3z <1, a) — 0.
Dot nay, > 1 = ap ~ % — 0. La limite est £ = 0.

— n
(d) nay, =14 al N 1.

3. Etude de (3,) :

(a) fn(2) =2"—=2n+1> 0 pour tout n > 3.
Puisque f,, est strictement croissante sur [1,4+oo[ et f,(8n) = 0 < fn(2), on a finalement :
*n > 3, B, < 2% (ng = 3).

(b) BZ = nﬁn —-1<2n—-1 = nln(ﬁn) < 1H(27’L —_ 1) _— hl(ﬁn) < ln(2rri—1).
(©) 0<In(,) < &N, o

n n—-+o00

Par le théoréme des gendarmes, lim In(8,) =0, donc ** lim f, = 1**.
n—-+o0o n—-+o0o




