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Trigonométrie, Formule de Viéte & Sommes géométriques (1h)
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Exercice 1 — Linéarisation trigonométrique

2(9) _ 1= cos(29)

Soit = € R. Utilisons la formule de duplication sin appliquée a 6 = 3x :

1 — cos(6x)

.2
sin“(3z) =
On injecte cette identité dans I’expression recherchée :

1 — cos(6x)

. 1 1
sin?(3x) cos(2z) = os(2z) = 5 cos(2x) — 5 cos(6x) cos(2x)

D’aprés la formule de transformation de produit en somme cos(a) cos(b) = 3 (cos(a + b) + cos(a — b)) :
1
cos(6z) cos(2z) = 3 (cos(8z) + cos(4z))

Il vient alors immeédiatement :
2 cos(2x) — cos(4x) — cos(8x)
4

sin?(3z) cos(2z) = %cos(2x) — i(cos(&v) + cos(4z)) =

Remarque (méthode d’Euler) : En posant sin(3z) = % et cos(2z) = M, le développement

direct conduit au méme résultat.

Exercice 2 — Un produit télescopique (Formule de Viéte)

1. Soit k € N. Posons 6 = ;.
Comme « €]0,7[ et k> 0, on a 6 €]0, 7|, donc sin(f) # 0.
D’apreés la formule de duplication du sinus, sin(26) = 2sin(6) cos(f), ce qui donne :

. (07 (67 . (07 o
sin (2 X 27) = 2sm<2k)cos(2k) <= sin (2’“7*1> 281n<2k)cos(2k>

En divisant par 2sin (%) # 0, on obtient bien :

cos(a>—sm( kf)

)~ 2oin ()

2. Par produit de ces égalités pour k allant de 0 a n :

n [ " Sin( - 1 — )
Fn = H o8 <?> H 281n2( 2”Jrl H sin E%
k=0 k=

2’C k=0

Le produit est télescopique : tous les termes intermédiaires se simplifient deux & deux.
Il ne subsiste que le numérateur pour k£ = 0 et le dénominateur pour k =n :
1 sin (5%7) sin(2a)
v _
2n+l T gin (%) - 2ntlgip (2,,)

P, =

1



3. Lorsque n — +00, 5 — 0.

Par I’équivalent usuel sin(u) ~ U ona
U—

. < (6% ) (6%
sin [ — ~  —
2" ) n—+4oo0 2T

Par suite : o o
on+1 gin (7) o+l s &L 9
2" ) n—+o0 2m
Comme a # 0, on en déduit :
in(2
lim Py, — sin(2«)
n—+o00 2«
Exercice 3 — Sommes trigonométriques & Arc moitié

1. Par linéarité de la somme et formule d’Euler (¢ = cos(6) + isin(f)) :

T(%) = kz_oeikz = Z (cos <IZT> + ¢sin (T)) :kz_ocos (T) —i—ikz_osin <k::> = Cpn +1iSn

k=0

2. Soit x €]0,27[. Comme z # 0 (mod 27), on a €™ # 1.
T(z) est la somme des n+1 premiers termes d’une suite géométrique de raison e’ # 1 et de premier

terme eV =1 :
n i(n+1)z

T(r) = (e = 1

k=0

Factorisons par ’arc moitié au numérateur et au dénominateur :

. . (n+1)z . (n+1)z . (n+1)z . (n+1)z n+1)x
1 — ellnthr — it (671 7 —e 2 ):—21'6Z 2 sin<( _;))

1 —e"” =e"2 (e 2 —612) = —2ie'2 sin (§>

En effectuant le quotient :

.tz (n+1)z . (n+1)x
7
—21e" 2 sin (72 ) i(“”él)””—g) sin (72 )

T(x) = _ _ )
) —2ie"2 sin (%) ¢ sin (2) e ()
3. (a) Evaluons I'expression obtenue en x = z €0, 27| :
: (n+1)7r
" sin () sin (o5)

Puisque ¢/ = i et sin (5 4 6) = cos(8), il vient :

T\ _ .Cos (%) B )
T(n> _Zsin (%) _O+Ztan (%)

En identifiant avec T' (%) = C),+1iSp, on en déduit par unicité des parties réelle et imaginaire :

1
n A e



(b) Pour calculer tan (%), choisissons l'entier n tel que 5 = £, soit n = 4.

n
D’aprés la question précédente :
1

S1= tan (g)

Or, par définition de la somme Sy :

4 km T T 3T
Sy = sin <> =sin(0) +sin (— ) +sin (= ) + sin () + sin(m)
4 kZO 4 (4) (2) 4

2 2
:0+\2[+1+\2f+0:1+\/§

On en déduit :

7 1 1 V2 -1
tan(é%):&;:uﬁ:(uﬂ)(ﬂ1):\/5_1




