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Exercice I — Composition et rangs

1. Remarquons que Im(go f) = g(Im f) C Img.
Par inclusion des sous-espaces vectoriels :

rg(go f) = dimg(Im f) < dimIm g = rg(g)

2. Considérons 'application restreinte gy ¢ : Im f — E.
Son image est g(Im f) = Im(g o f). D’aprés le théoréme du rang appliqué a cette restriction :

dimIm f = dimker(g| 1, ¢) + dimIm(g o f) > dimIm(g o f)

D’ou la majoration : rg(g o f) < rg(f).
3. Supposons fogo f = f.
e D’une part, f = (fog)of = rg(f) <rg(fog) d’aprés la question 2.
Comme on a aussi rg(f o g) < rg(f) (question 2), il vient rg(f o g) = rg(f).
e D’autre part, f = fo(go f) = rg(f) <rg(go f) d’aprés la question 1.
Comme rg(g o f) < rg(f) (question 2), on obtient rg(g o f) = rg(f).
Ainsi, rg(f) =rg(f o g) =rg(g o f).
Remarque : On a aussi rg(f) = rg(fogo f) < rg(g), donc rg(f) < rg(g). L’égalité compléte avec
rg(g) nécessite la relation réciproque go fog =g.

Exercice II — Projecteurs de méme noyau

1. Supposons fog= fetgof=g.
. f2 fof=(fog)of=fo(gof)=fog=f, donc f est un projecteur.
e g>?=gog=(goflog=go(fog)=gof=g, donc g est un projecteur.
e Soit z €kerf. f(x) =0 = g(z)=(go f)(z) =9(0) =0 = =z € kerg.
e Soit x € kerg. g(z) =0 = f(x) = (fog)(z)=f(0)=0 = z € ker f.
Ainsi, kerf = kerg : f et g sont des projecteurs ayant le méme noyau.
2. Réciproquement, soient p et ¢ deux projecteurs de méme noyau K = ker p = kergq.
Comme p et ¢ sont des projecteurs, E =Imp® K =Imq® K.
Soit € E. Décomposons z sur E=Img® K :z=y+ z avecy € Imqg et z € K.
e (pog)(x) =plaly +2)) = pla(y) +0) = p(y) car ¢j1mq = idmg-
Orz—y=2z¢€ K =kerp, donc p(x —y) =0 = p(z) = p(y).
D’ou (poq)(z) = p(z) pour tout x € F, soit poq = p.
e Par role symétrique entre p et ¢, on obtient de méme qo p = q.



Exercice III — Supplémentaire commun

Démontrons que E = F @ Ey et E=F & Ey avec F = {x — f(x) | z € E1}.

e Montrons que F = F & F, par Analyse-Synthése :
— Analyse : Soit v € E. Décomposons v = x1 + x5 avec x1 € Fq et 9 € Es.
On cherche u € F et y; € E; tels que v = u + y;.
Puisque u € F, il existe z € F; tel que u =z — f(2).
Ainsi: z1 420 =(2— f(2) +v1 = (2 +11) — f(2).
Comme z + y; € Ey et —f(z) € Ey, 'unicité de la décomposition sur Ey @ Es donne :

—fE) = )r= —fYx0) € By
z2+y1 =11 y1 =21+ [ (22) € By

f étant un isomorphisme de F; dans Fs, z et y; sont uniques.

— Synthése : Soit v =21 + 20 € E (21 € E1, 29 € Eo). Posons z = —f~(x3) € E.
Posons u =z — f(2) = —f 1(z2) + 12 € F et y1 = 21 + f1(22) € E1.
Onau+y =—fYz2) +xo+21+ fH(z2) =21+ 20 = 0.

La décomposition existe et est unique, donc E = F @ E;.
e Montrons que FE = F @ Ej :

— Intersection : Soit v € F N Ey. 1l existe x € E tel que v =x — f(x) € E».
Dounz=v+ f(x) e EiNEy ={0} = =0 = v=0. Donc F'N Ey ={0}.

— Somme : Pour tout v =21 + 29 € E (21 € E1,29 € E») :

v= (11— f(21)) + (22 + f(21))

avec 1 — f(z1) € F et xo + f(x1) € Es.
On conclut que E = F @& E5. F est bien un supplémentaire commun & Eq et Fs.

Probléme — Commutant d’un endomorphisme cyclique

Partie I — Exemples

1. E=R? u(z,y) = (~y, ). Posons zg = (1,0).
u(zo) = (0,1). La famille (xg,u(zo)) = ((1,0), (0,1)) est la base canonique de R2.
u admet une base génératrice, donc **u est cyclique**.
2. E=R,[X], u(P) = P'. Posons Py = X™.
Pour tout k € [0,n], u*(Py) = (n%!k)!X”_k.
La famille (Py, u(F), ..., u"(Fy)) est échelonnée en degré de n a 0, donc libre.
Son cardinal vaut n + 1 = dim R, [X], c’est une base de E. **u est cyclique**.
3. u est nilpotent d’indice p sur E avec dim E' = n.
e Supposons p = n. Puisque u" ! # 0, il existe 29 € E tel que u™ ! (xq) # 0.
Soient Ao, ..., A\p_1 € K tels que ZZ;(l) Mpu® (zo) = 0.
En composant par u" !, les termes u* avec k > 1 s’annulent (u"*t*~1 = 0), d’ott Agu" () =
0 = MN=0.
Par récurrence immédiate (en composant successivement par v 2,...), \g = A} = -+ =

An—1 = 0.
La famille (zo,...,u" (xg)) est libre de cardinal n = dim F, c’est une base : u est cyclique.
e Réciproquement, si u est cyclique, il existe zg € F tel que (xo, ..., u" (z0)) soit libre.

En particulier, u" 1(x¢) # 0 = u"~! # 0, donc p > n.
Or, pour un endomorphisme nilpotent en dimension n, son indice d’annulation vérifie p < n.
D’ou p = n.

Conclusion : **y est cyclique si et seulement si p = n**.



Partie II — Commutant d’un endomorphisme

1. e 0€&Tl(u). Pour tout v,w € T'(u) et A € K :
uwo(AMW+w)=Movtuow=wout+wou=A+w)ou

donc v + w € T'(u), I'(u) est un sous-espace vectoriel de L(FE).
e idp € T'(u). Pour v,w € T'(u) :
uo(vow)=(uov)ow=(vou)ow=vo(uow)=vo(wou)=(vow)ou
donc vow € T'(u).
**T'(u) est bien une sous-algébre de L(E)**.
2. Siue GL(E) :

1 1 -1

o(uov)ou ™ = uto(vou)ou?

veT(u) < uov=vou < u~ 1 1

Donc **T'(u) = T'(u~t)**

3. Soit w € I'(u) NT'(v).
(uov)ow=wuo(vow)=uo(wov)=(uow)ov=(wou)ov=wo(uov) = w € (uow)
(vou)ow=wvo(uow)=vo(wou)=(vow)ou=(wov)ou=wo (vou) = wel'(vou)

D’ot **T'(u) NT'(v) C T'(uwov) NT(vou)**.

4. Soit u un projecteur non trivial (u? = u, u # 0,u # idg). Posons v = idg —u.
Onauvov=u—u?=0etvou=u—u®>=0.
Donc I'(uov) NI'(vowu) =T(0)NI(0) = L(E).
Or I'(u) NT'(v) =T'(u) € L(E) (un projecteur non trivial ne commute pas avec tous les endomor-
phismes). **L’inclusion est donc stricte™*

Partie III — Commutant d’un endomorphisme cyclique

1. Soient Ag, ..., A\p—1 € K tels que Ez_é PYRTLE = 0z(m)-
En appliquant au vecteur zo : Y 7—o ApuF(z0) = 0.
La famille (zo,...,u" !(z0)) étant une base de E, elle est libre, d’oit A\g = - -+ = A\,_1 = 0.
*(idg,u, ..., u""!) est une famille libre de L(E)**.
2. Soient v,w € I'(u).
e L’implication v = w = v(xg) = w(xp) est évidente.
e Réciproquement, supposons v(zg) = w(xg). Posons h = v —w € I'(u). On a h(zg) = 0.
Pour tout k € [0,n — 1] :

h(u®(20)) = (hou®)(wo) = (u* o h)(x0) = u*(A(zo)) = u*(0) = 0

h s’annule sur tous les vecteurs de la base (zo, . ..,u" !(x¢)), donc h = 0, soit v = w.
On a bien I'équivalence : **v = w <= v(xg) = w(xy)**.
3. Soit v € T'(u). Le vecteur v(xg) € E se décompose dans la base (xg, ..., u" (zo)) :
Zaku x0) <Z apu > x0)
Posons P(u) = Y770 apu® € Klu]. Puisque P(u) € T'(u) et v(zg) = P(u)(xo), d’aprés la question

2 v = P(u) € Klu].
On en déduit que I'(u) C K[u] C I'(u), d’ou :

I'(u) = Vect(idg, u, ..., u™ 1) = K[u
"=1) est une famille libre et génératrice de I'(u), c’est une base de I'(u), d’ot :

dimI'(u) =

Puisque (idg,u,...,u

— vou 'l =utov <= vel(u!



