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Exercice I — Composition et rangs

1. Remarquons que Im(g ◦ f) = g(Im f) ⊂ Im g.
Par inclusion des sous-espaces vectoriels :

rg(g ◦ f) = dim g(Im f) ≤ dim Im g = rg(g)

2. Considérons l’application restreinte g| Im f : Im f → E.
Son image est g(Im f) = Im(g ◦ f). D’après le théorème du rang appliqué à cette restriction :

dim Im f = dimker(g| Im f ) + dim Im(g ◦ f) ≥ dim Im(g ◦ f)

D’où la majoration : rg(g ◦ f) ≤ rg(f).
3. Supposons f ◦ g ◦ f = f .

• D’une part, f = (f ◦ g) ◦ f =⇒ rg(f) ≤ rg(f ◦ g) d’après la question 2.
Comme on a aussi rg(f ◦ g) ≤ rg(f) (question 2), il vient rg(f ◦ g) = rg(f).

• D’autre part, f = f ◦ (g ◦ f) =⇒ rg(f) ≤ rg(g ◦ f) d’après la question 1.
Comme rg(g ◦ f) ≤ rg(f) (question 2), on obtient rg(g ◦ f) = rg(f).

Ainsi, rg(f) = rg(f ◦ g) = rg(g ◦ f).
Remarque : On a aussi rg(f) = rg(f ◦ g ◦ f) ≤ rg(g), donc rg(f) ≤ rg(g). L’égalité complète avec
rg(g) nécessite la relation réciproque g ◦ f ◦ g = g.

Exercice II — Projecteurs de même noyau

1. Supposons f ◦ g = f et g ◦ f = g.

• f2 = f ◦ f = (f ◦ g) ◦ f = f ◦ (g ◦ f) = f ◦ g = f , donc f est un projecteur.
• g2 = g ◦ g = (g ◦ f) ◦ g = g ◦ (f ◦ g) = g ◦ f = g, donc g est un projecteur.
• Soit x ∈ ker f . f(x) = 0 =⇒ g(x) = (g ◦ f)(x) = g(0) = 0 =⇒ x ∈ ker g.
• Soit x ∈ ker g. g(x) = 0 =⇒ f(x) = (f ◦ g)(x) = f(0) = 0 =⇒ x ∈ ker f .

Ainsi, ker f = kerg : f et g sont des projecteurs ayant le même noyau.
2. Réciproquement, soient p et q deux projecteurs de même noyau K = ker p = ker q.

Comme p et q sont des projecteurs, E = Im p⊕K = Im q ⊕K.
Soit x ∈ E. Décomposons x sur E = Im q ⊕K : x = y + z avec y ∈ Im q et z ∈ K.

• (p ◦ q)(x) = p(q(y + z)) = p(q(y) + 0) = p(y) car q| Im q = idIm q.
Or x− y = z ∈ K = ker p, donc p(x− y) = 0 =⇒ p(x) = p(y).
D’où (p ◦ q)(x) = p(x) pour tout x ∈ E, soit p ◦ q = p.

• Par rôle symétrique entre p et q, on obtient de même q ◦ p = q.
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Exercice III — Supplémentaire commun

Démontrons que E = F ⊕ E1 et E = F ⊕ E2 avec F = {x− f(x) | x ∈ E1}.

• Montrons que E = F ⊕ E1 par Analyse-Synthèse :
− Analyse : Soit v ∈ E. Décomposons v = x1 + x2 avec x1 ∈ E1 et x2 ∈ E2.

On cherche u ∈ F et y1 ∈ E1 tels que v = u+ y1.
Puisque u ∈ F , il existe z ∈ E1 tel que u = z − f(z).
Ainsi : x1 + x2 = (z − f(z)) + y1 = (z + y1)− f(z).
Comme z + y1 ∈ E1 et −f(z) ∈ E2, l’unicité de la décomposition sur E1 ⊕ E2 donne :{︄

−f(z) = x2

z + y1 = x1
⇐⇒

{︄
z = −f−1(x2) ∈ E1

y1 = x1 + f−1(x2) ∈ E1

f étant un isomorphisme de E1 dans E2, z et y1 sont uniques.
− Synthèse : Soit v = x1 + x2 ∈ E (x1 ∈ E1, x2 ∈ E2). Posons z = −f−1(x2) ∈ E1.

Posons u = z − f(z) = −f−1(x2) + x2 ∈ F et y1 = x1 + f−1(x2) ∈ E1.
On a u+ y1 = −f−1(x2) + x2 + x1 + f−1(x2) = x1 + x2 = v.
La décomposition existe et est unique, donc E = F⊕E1.

• Montrons que E = F ⊕ E2 :
− Intersection : Soit v ∈ F ∩ E2. Il existe x ∈ E1 tel que v = x− f(x) ∈ E2.

D’où x = v + f(x) ∈ E1 ∩ E2 = {0} =⇒ x = 0 =⇒ v = 0. Donc F ∩ E2 = {0}.
− Somme : Pour tout v = x1 + x2 ∈ E (x1 ∈ E1, x2 ∈ E2) :

v = (x1 − f(x1)) + (x2 + f(x1))

avec x1 − f(x1) ∈ F et x2 + f(x1) ∈ E2.
On conclut que E = F⊕E2. F est bien un supplémentaire commun à E1 et E2.

Problème — Commutant d’un endomorphisme cyclique

Partie I — Exemples

1. E = R2, u(x, y) = (−y, x). Posons x0 = (1, 0).
u(x0) = (0, 1). La famille (x0, u(x0)) = ((1, 0), (0, 1)) est la base canonique de R2.
u admet une base génératrice, donc **u est cyclique**.

2. E = Rn[X], u(P ) = P ′. Posons P0 = Xn.
Pour tout k ∈ J0, nK, uk(P0) =

n!
(n−k)!X

n−k.
La famille (P0, u(P0), . . . , u

n(P0)) est échelonnée en degré de n à 0, donc libre.
Son cardinal vaut n+ 1 = dimRn[X], c’est une base de E. **u est cyclique**.

3. u est nilpotent d’indice p sur E avec dimE = n.
• Supposons p = n. Puisque un−1 ̸= 0, il existe x0 ∈ E tel que un−1(x0) ̸= 0.

Soient λ0, . . . , λn−1 ∈ K tels que
∑︁n−1

k=0 λku
k(x0) = 0.

En composant par un−1, les termes uk avec k ≥ 1 s’annulent (un+k−1 = 0), d’où λ0u
n−1(x0) =

0 =⇒ λ0 = 0.
Par récurrence immédiate (en composant successivement par un−2, . . . ), λ0 = λ1 = · · · =
λn−1 = 0.
La famille (x0, . . . , u

n−1(x0)) est libre de cardinal n = dimE, c’est une base : u est cyclique.
• Réciproquement, si u est cyclique, il existe x0 ∈ E tel que (x0, . . . , u

n−1(x0)) soit libre.
En particulier, un−1(x0) ̸= 0 =⇒ un−1 ̸= 0, donc p ≥ n.
Or, pour un endomorphisme nilpotent en dimension n, son indice d’annulation vérifie p ≤ n.
D’où p = n.

Conclusion : **u est cyclique si et seulement si p = n**.
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Partie II — Commutant d’un endomorphisme

1. • 0 ∈ Γ(u). Pour tout v, w ∈ Γ(u) et λ ∈ K :

u ◦ (λv + w) = λu ◦ v + u ◦ w = λv ◦ u+ w ◦ u = (λv + w) ◦ u

donc λv + w ∈ Γ(u), Γ(u) est un sous-espace vectoriel de L(E).
• idE ∈ Γ(u). Pour v, w ∈ Γ(u) :

u ◦ (v ◦ w) = (u ◦ v) ◦ w = (v ◦ u) ◦ w = v ◦ (u ◦ w) = v ◦ (w ◦ u) = (v ◦ w) ◦ u

donc v ◦ w ∈ Γ(u).
**Γ(u) est bien une sous-algèbre de L(E)**.

2. Si u ∈ GL(E) :

v ∈ Γ(u) ⇐⇒ u◦v = v◦u ⇐⇒ u−1◦(u◦v)◦u−1 = u−1◦(v◦u)◦u−1 ⇐⇒ v◦u−1 = u−1◦v ⇐⇒ v ∈ Γ(u−1)

Donc **Γ(u) = Γ(u−1)**.
3. Soit w ∈ Γ(u) ∩ Γ(v).

(u ◦ v) ◦ w = u ◦ (v ◦ w) = u ◦ (w ◦ v) = (u ◦ w) ◦ v = (w ◦ u) ◦ v = w ◦ (u ◦ v) =⇒ w ∈ Γ(u ◦ v)
(v ◦ u) ◦ w = v ◦ (u ◦ w) = v ◦ (w ◦ u) = (v ◦ w) ◦ u = (w ◦ v) ◦ u = w ◦ (v ◦ u) =⇒ w ∈ Γ(v ◦ u)

D’où **Γ(u) ∩ Γ(v) ⊂ Γ(u ◦ v) ∩ Γ(v ◦ u)**.
4. Soit u un projecteur non trivial (u2 = u, u ̸= 0, u ̸= idE). Posons v = idE −u.

On a u ◦ v = u− u2 = 0 et v ◦ u = u− u2 = 0.
Donc Γ(u ◦ v) ∩ Γ(v ◦ u) = Γ(0) ∩ Γ(0) = L(E).
Or Γ(u) ∩ Γ(v) = Γ(u) ⊊ L(E) (un projecteur non trivial ne commute pas avec tous les endomor-
phismes). **L’inclusion est donc stricte**.

Partie III — Commutant d’un endomorphisme cyclique

1. Soient λ0, . . . , λn−1 ∈ K tels que
∑︁n−1

k=0 λku
k = 0L(E).

En appliquant au vecteur x0 :
∑︁n−1

k=0 λku
k(x0) = 0E .

La famille (x0, . . . , u
n−1(x0)) étant une base de E, elle est libre, d’où λ0 = · · · = λn−1 = 0.

**(idE , u, . . . , un−1) est une famille libre de L(E)**.
2. Soient v, w ∈ Γ(u).

• L’implication v = w =⇒ v(x0) = w(x0) est évidente.
• Réciproquement, supposons v(x0) = w(x0). Posons h = v − w ∈ Γ(u). On a h(x0) = 0.

Pour tout k ∈ J0, n− 1K :

h(uk(x0)) = (h ◦ uk)(x0) = (uk ◦ h)(x0) = uk(h(x0)) = uk(0) = 0

h s’annule sur tous les vecteurs de la base (x0, . . . , u
n−1(x0)), donc h = 0, soit v = w.

On a bien l’équivalence : **v = w ⇐⇒ v(x0) = w(x0)**.
3. Soit v ∈ Γ(u). Le vecteur v(x0) ∈ E se décompose dans la base (x0, . . . , u

n−1(x0)) :

v(x0) =

n−1∑︂
k=0

αku
k(x0) =

(︄
n−1∑︂
k=0

αku
k

)︄
(x0)

Posons P (u) =
∑︁n−1

k=0 αku
k ∈ K[u]. Puisque P (u) ∈ Γ(u) et v(x0) = P (u)(x0), d’après la question

2 : v = P (u) ∈ K[u].
On en déduit que Γ(u) ⊂ K[u] ⊂ Γ(u), d’où :

Γ(u) = Vect(idE,u, . . . ,u
n−1) = K[u]

Puisque (idE , u, . . . , u
n−1) est une famille libre et génératrice de Γ(u), c’est une base de Γ(u), d’où :

dimΓ(u) = n
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