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Exercice 1 — Nature de séries numériques

2n
1. Etude de Z% :
neN (_ )

32 9" 3\"
ona o = e = (1)
Il s’agit d’une série géométrique de raison ¢ = —
0.
La série diverge grossiérement.

3
. Comme |¢g| = 3 > 1, la suite n’a pas pour limite

. n!
2. Etude de Z —
|
= (3n)!
Posons u,, = m > 0. Appliquons la régle de d’Alembert :
n)!
Upy1  (m+1)  (3n)! n+1 1

0
wn Gna3)l Tl Bnrd)Bni2)Bntl)  3@n+2)@nt 1) noiee

. . Un+1 L.
Puisque lim nt < 1, la série converge.

n—+o00 Uy

3. Etude de Z ﬂ :

Inn
n>2

(=n"

Inn

Posons u,, = . C’est une série alternée.

1
La suite <> est & termes positifs, strictement décroissante et tend vers 0 en +o0.
n>2
D’aprés le Théoréme Spécial des Séries Alternées (TSSA), la série converge.

4. Btude de ) [sinh (%) — sin (\/15)] :

neN*
3 3

Au voisinage de 0, on sait que sinh(z) = = + % + o(x?) et sin(z) = x — % +o(2?). Dot :
. . € 3
sinh(z) — sin(x) = 3 + o(z°)

1
En posant z = — —— 0, on obtient :

\/ﬁ n—-4oo

il 1 . 1 1
sinh | — ) —sin [ —= ~
Vn Vn ) n—too 3n3/2
Il s’agit d’une série a termes positifs équivalente a une série de Riemann convergente (o = 3/2 > 1).
La série converge.



Exercice 2 — Rayons de convergence de séries entiéres

Justifions les associations entre hypothéses et conclusions :

e H1l — C5(R>1):
Si (an)nen est bornée par M > 0, alors pour tout z € C tel que |z| < 1, |a,2"| < M|z|™. La série
> |anz™| converge par comparaison avec une série géométrique convergente. Donc R > 1.

e H2 — C1 (R=3):

On a a, = sin (31”

1
) zw >0.On a Gl 2 D’aprés la régle de d’Alembert, R = 3.
n—+o00 a, n—+oo 3

e H3 — C2 (R=1):

Comme lir+n ap = cos(0) = 1 # 0, la suite (ay) ne tend pas vers 0. Pour |z| < 1, |a,z™| ~ |2z|™ (série
n—-+0oo

absolument convergente). Pour |z| > 1, a,2™ /4 0 (série divergente). Ainsi R = 1.

e H4 — C4 (R=1/3) :

+o00 +oo +oo +oo
La série s’écrit E apz" = E a9 2" = g n9" 22" = E n(922)". Cette série entiére converge si et
n=0 n=0 n=0 n=0

seulement si [922] < 1, Cest-a-dire |2[2 < 1/9 <= |2| < 1/3. D'ow R = 1/3.

e H5 — C3 (R=1/9):
Ap+1 n —+ 1 y N N ’
Pour a,, = n9™, = x 9 — 9. D’apreés la régle de d’Alembert, R = 1/9.

(079 n n—-+o0o

Conclusion : H1-C5, H2—C1, H3—C2, H4-C4, H5-C3.

Exercice 3 — Etude d’une suite récurrente et lemme de Cesaro

1. La fonction f : x + 22 + z est dérivable sur [—1,0] avec f'(x) = 2z + 1.
e f(z) <Osur[—1,—1/2[, donc f y est strictement décroissante de f(—1) =04a f(—1/2) = —1/4.
e f(z) > 0sur|—1/2,0], donc f y est strictement croissante de f(—1/2) = —1/4 a f(0) = 0.
f admet un minimum absolu en z = —1/2 égal & —1/4. Aux bords, f(—1) =0 et f(0) =0.
2. Montrons par récurrence que Vn € N, u,, €] — 1,0 :
e Initialisation : uy €] — 1,0[ par hypothése.
e Hérédité : Supposons u, €] —1,0[. D’aprés 'étude de f, Vo €] —1,0][, f(z) € [-1/4,0[C]—1,0].
Ainsi upy1 = f(up) €] —1,0[.
On conclut que Vn € N, u,, €] — 1,0][.
3. On a upq1 — Uy = u2 > 0 car u, # 0. La suite (u,) est donc strictement croissante.
Etant croissante et majorée par 0, elle converge vers une limite £ € [—1,0].
Par continuité de f, £ = f({) <= (=0 4+ <= (> =0 <= (=0.
4. Upy1 = Up(up + 1). Puisque lim w, =0, lim (u,+1) =1 dot upt1 ~ up.

n—+oo n—-4o0 n——+4oo
Calculons la différence des inverses :
i_ 1 :i_ 1 :(1+un)—1: Up, _ 1 1
Up  Upt1 Up  Up(l 4 up) Un (1 + uy) un(l+uy) 14w, n—too

1
5. Posons ap = — — pour tout £ € N. On sait que lim a; = 1.
Uk Uk4+1 k—+o0

D’aprés le lemme de Cesaro, la moyenne des premiers termes converge vers 1 :

1t 1/1 1
I e Y1) Ly

n P n—+00 n \ ug Uy /| n—>+00
. . 1 oo 1 s 1
Puisque lim — =0, il vient ——— — 1, c’est-a-dire u, ~ ——.
n—-+oo nuo Ny n—+0o0 n—-4o0o n



Exercice 4 — Noyau de Dirichlet et probléme de Bale

1. Convergence de (s, )pen* :

1 1 11
Pour k > 2, k* > k(k—1) >0 — < = ——.
(a) Pour k=2, k*>k(k —1) >0 = 53 < 7y = 1 —7 ~

(b) En sommant cette inégalité pour k allant de 2 & n (somme télescopique) :
n n
1 1 1 1 1
=1 — <1 o) =141t =92-2<2
o +kz_2k2_ +kz_2(k—1 k) LR n

La suite (s,) est strictement croissante (somme de termes positifs) et majorée par 2. Elle

converge donc vers une limite S < 2.

(c) sn est croissante. Etudions la monotonie de t, = s, 4+ — :
n

’ ; n 1 1 1 1 n—(n+1) -1 <0
— = S — S _— = — = =
R (n+1)2 n(n+1) n(n+1)32 n(n+1)2
1
t,, est donc strictement décroissante. De plus, lim (¢, —s,) = lim — =0.
n—-+oo n—4+oo N

Les suites (s,) et (¢,) sont donc adjacentes.
1
(d) Puisque (s,) et (t,) sont adjacentes, pour tout n > 1, s, < .S < 't,, donc |S—s,| < tp—s, = —
n
Pour obtenir une précision & 1075 prés, il suffit de choisir n = 10°> = 100 000.

def s_approx():
# N = 100 000 garantit que t_n - s_n = 1/N = 10~-5

N = 100000
s = sum(1 / (k**2) for k in range(l, N + 1))
return s

2. Séries dérivées :
n

1 11 1 1
© 0= Y i =1 e 4

En séparant termes pairs et impairs : Sop+1 = ap + by = by = Sont1 — .

. o . 3
Par passage a la limite, nll)ﬂ[_loo by, =95 — ZS = ZS.

(=DF

(b) La série Z 2 est une série alternée dont le terme général en module 1?12 tend en

décroissant vers 0. D’aprés le TSSA, elle converge.
(¢) En séparant les indices pairs et impairs dans la somme partielle ¢o,11 :

2ntl k n 2k n 2k+1
(1) (-1) (-1)
n = = a7 1\0 — Un — bn
C2nt1 Z k2 Z (2k)2 T Z (2k + 1) a
k=1 k=1 k=0
+00 k
-1 1 1
En faisant tendre n vers 400, on trouve : kg_l ( k:2) = 1S - ZS = —55.

3. Pour z # 0 [r], par somme des termes d’une suite géométrique de raison €™ # 1 :

1 n o 1 1— ei(nJrl):):
k=0
Par la technique de ’arc moitié :

| gitnie T (—2isin (2502)) | sin (500

T—er % (—2ism(2) ¢ sin(3)

3



En prenant la partie réelle :

(n+1)x ne\ .. (n+1)x . T
cos sin 2cos (%) sin | ~—5* ) —sin (>
Dn(m):—%—k (2) ( 2 ): (2) ( 2 ) (2)

Comme 2 cos(a) sin(b) = sin(a+b)—sin(a—b), le numérateur vaut sin ((n + 3) =) +sin (%) —sin (%).

i 1
On obtient bien : D, (x) = L X w
2 sin(3)
4. (a) Par intégration par parties avec u(z) = r = u/(z) = 1 et v/(x) = cos(kz) = v(z) =
sin(kx)
P
4 sin(kz) "™ ™ sin(kx) cos(kz)]”™ (—1)k -1
/0 xcos(kz)dr = {xk’]o/o ’ de=0- |- 12 0: %

(b) En intégrant la définition du noyau de Dirichlet terme a terme :

LA 12217 &K (-1DF-1 72 &1 < (-1)k
L, = = kz) | de = = | = =) o
/Ox<2+;cos( :c)> x 2{2] +Z 2 1 l;k2+1; 2

0 k=1

5. Sur |0, 7],  — x et x > sin(x/2) sont C! et la seconde ne s’annule pas, donc h est C' sur ]0, ).
e En 0 : Par équivalence classique, sin(x/2) ot x/2, d’on ili% h(z) = 2. h se prolonge par
continuité en posant h(0) = 2.
sin(z/2) — 5 cos(x/2)
sin?(z/2)
=3— ‘%—l—o( %) et £ cos(x/2) =
D’ou le numérateur ~ LS et le dénominateur sin?(z/2) ~ %

.. 3 /24
Ainsi B/(z) ~ L —f—>0
( ) z—0 12/4 m—)O

e Dérivabilité et caractére C' en 0 : Pour 2 > 0, h/(z) =

Gréace aux développements limités en 0 : sin(x/2) 5= ’f—z +o(z3).

D’aprés le théoréme de prolongement des fonctions C!, h est dérivable en 0 avec h'(0) = 0, et h est
de classe C! sur [0, 7].



