Série PT - vrai DS n°0001

Mathématiques — 19 Septembre 2026, Quelquepart.
Séries Numériques, Rayons de Convergence & Noyau de Dirichlet (4h)

Profil : [Classique CPGE] Technicité calculatoire : * x x Abstraction & Raisonnement : x x %

Exercice 1 — Nature de séries numériques

Déterminer la nature des séries suivantes :
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Exercice 2 — Rayons de convergence de séries entiéres

Soit (ap)nen une suite de nombres complexes, on note R le rayon de convergence de la série entiére
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Faire correspondre chaque hypotheése sur (ay,)nen ci-dessous avec 'une des conclusions. Chaque conclusion
doit étre associée & une unique hypothése. Les réponses doivent étre justifiées.

Hypothéses Conclusions

H1. (ap)nen est bornée C1. R =3

H2. a,, = sin (3%) C2. R=
H3. a,, = cos (1) C3. R= 1
3" 9
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Ha. ! 07" C4.R=-
agn+1 =0 3
H5. a,, = n9™ C5.R>1
Exercice 3 — Etude d’une suite récurrente et lemme de Cesaro

On étudie la suite (up)nen définie par récurrence par :
up €] —1,0] et VnEN, upy =ud +u,
1. Déterminer les variations de la fonction f : & + 22+ sur [—1,0] en précisant les valeurs aux bords
de l'intervalle et les éventuels extrema.
2. En déduire que, pour tout n € N, u,, €] — 1,0][.
3. Montrer que la suite (uy)nen est monotone. En déduire que la suite (uy,)nen converge vers 0.
1 1
4. Montrer que up4+1 ~  Up. En déduire la limite de — —
n——+o0o

Unp, Un+1 ‘
On donne le résultat suivant qu’on pourra utiliser sans démonstration :

Lemme de Cesaro : Soit (a,)nen une suite. Si elle converge vers une limite ¢, alors la suite
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— Z ag converge également vers /.
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5. Déterminer un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers +oo.



Exercice 4 — Noyau de Dirichlet et probléme de Bale

L’objectif de ’exercice est de montrer le résultat suivant :
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Pour tout n € N*, on note s, = Z 7z
k=1

1. Convergence de (s, )pen* :
1 1

1
(a) Montrer que, pour tout k¥ € N\ {0, 1}, e < 1%

(b) En déduire que la suite (s,,) est majorée, puis qu’elle converge. On note S la limite de (5, )nen=-
1
(c) Pour tout n € N*, on définit ¢, = s, + —. Montrer que les suites (S, )nen+ et (tn)nen+ sont
n
adjacentes.

(d) Ecrire un script Python qui permet de calculer une valeur approchée de S a 107° preés. Le
script devra étre expliqué.

2. Nous allons montrer que les trois séries suivantes convergent et exprimer leur somme
en fonction de S :
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(a) Pour n € N*, on note a,, = Z oy et by = Z TR R
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En reliant les suites (an)nen+, (bn)nen+ €t (Sn)nen+, déterminer la convergence et la somme
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(b) Montrer que la série Z 12 converge.
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(en fonction de S) des séries Z (21)?
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(c) Pour n € N*, on note ¢, =
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Expri 5 I'aide d t b is détermi Z<_1)
Xprimer con,41 a l'aide de a, et b,, puls déterminer 2
k=1

Pour tout n € N*, on définit le noyau de Dirichlet par :

1 n
Ve eR, Dp(x)= 5 + Zcos(kx)
k=1

3. Montrer que pour tout n € N* et tout = #Z 0 [n] :

sin ((n + %) ;U)

Dn(w) = % X sin (ﬁ)
2

4. Pour tout n € N*, on note L,, = / xDy(z)dx.
0

(a) Pour tout k € N*, calculer / x cos(kx) dz.
0



(b) En déduire que, pour tout n € N* :
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5. Montrer que la fonction h : z +— est définie et de classe C! sur ]0, 7], qu’elle se prolonge

sin (%)
par continuité en 0 et que ce prolongement est de classe C!. On pourra continuer de noter h cette
fonction de classe C! sur [0, 7).



